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La apariciôn de nuevas técnicas de observaciôn en las cien­
cias geodésicas, taies como la observaciôn Doppler a satélites, 
laser a satélites, laser Luna, interferometria de corta y larga 
base, medida'electrônica de distancias, etc, hace indispensable 
el conocimiento de la ondulaciôn del geoide con una cierta pre- 
cisiôn por dos razones distintas, la reducciôn corrects de las 
observaciones efectuadas sobre la superficie de la Tierra al elip- 
soide de referencia y segundo e igualmente importante, para la 
comparaciôn y control de los resultados obtenidos por métodos clâ- 
sicos con los obtenidos al aplicar estas nuevas tecnologias.
La geodesia clésica mediante observaciones terrestres taies 
como, medida de àngulos, de distancias y acimutes astronômicos, 
y por câlculos laboriosos, obtiens las coordenadas geodésicas la- 
titud y longitud de una serie de puntos denominados vértices geo­
désicos. La tercera coordenada necesaria para situar un punto en 
el espacio respecto al elipsoide de referencia escogido, es la 
altitud h, que en la proyecciôn de Helmert se compone de dos par­
tes, la cota ortométrica H, o la altitud del punto sobre el geoi- 
de y la ondulaciôn del geoide N, o separaciôn entre las superfi­
cies del geoide y elipsoide de referencia. La cota ortométrica H 
se détermina por nivelaciôn de geométrica de precisiôn o por ni- 
velaciôn trigonométrica. Por tanto un punto queda determinado en 
geodesia por las coordenadas ('f, \ , h) respecto a un sistema de 
referencia definido de antemano.
La entrada en funcionamiento de las técnicas de observaciôn 
a satélites u objetos celestes, ha supuesto un cambio profundo 
en cuanto a los sistemas de referencia geodésicos, puesto que han
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permitido determiner sistemas de referencia con caracteristicas 
dinamicas ( centro de masas terrestre, ejes de inercia, etc ), 
con precisiones inferiores a 1 metro. Este hecho era totalmente 
inabordable para la geodesia clésica de grandes triangulaciones 
y astronomia de posiciôn. Asi, las observaciones a satélites 
TRANSIT por técnicas Doppler, permiten establecer o determiner 
las coordenadas cartesianas (X,Y,Z) en un conjunto de puntos, que 
normalmente coinciden con vértices geodésicos, formando redes de 
control para la geodesia clésica. Las coordenadas cartesianas 
estan relacionadas con las coordenadas geodésicas por las bien 
conocidas formulas de la geodesia tridimensional.
X ■ (7 + h) C O S CO S  ^  
Y ■ (7 + h) COSf sen 1
(9 (i-e^) + h) sen
siendo ? la normal principal o gran normal del elipsoide de refe­
rencia en el punto de coordenadas ( 'f, 1 ), e^ la primera excen- 
tricidad del elipsoide. Por tanto, dada una serie de puntos con 
coordenadas determinadas por observaciones clésicas y espaciales, 
un primer problems que se plantea es relacionar ambos sistemas de 
referencia mediante transformaciones geométricas de similitud o 
tipo Helmert en très dimensiones.
Ahora bien, las coordenadas geodésicas obtenidas por métodos 
clâsicos, estén afectadas de los sistematismos propios de las téc­
nicas utilizadas, y que se manifiestan en distorsiones tanto en 
orientaciôn como en escala, debido fundamentalmente a errores sis- 
temâticos en las observaciones de campo, mala reducciôn al elip­
soide de referencia y no correcciôn por campo gravitatorio terres-
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tre. Esto no sucede en las observaciones espaciales, que si bien 
son en la actualidad tnenos précisas localmente (salvo la interfe- 
rometria de corta base, que ha dado ya precisiones tan buenas co­
mo las que oferta la observaciôn clésica), globalmente son més 
précisas. Por tanto, en redes de gran extensiôn de carécter nacio- 
nal o continental, las observaciones a satélites debeb utilizarse 
como control en orientaciôn y escala de las redes clésicas.
La determinaciôn de la transformaciôn ôptima entre ambos sis­
temas de referencia para fines geodésicos geométricos, se basa en 
la comparaciôn de dos conjuntos de coordenadas en puntos comunes, 
para lo que es necesario conocer las altitudes sobre el elipsoide 
de referencia geodésico h^, o lo que es lo mismo, la ondulaciôn 
del geoide N, en dichos puntos, puesto que la cota ortométrica H 
se supone conocida por nivelaciôn. Luego es posible utilizer los 
datos espaciales en la majora de la geodesia clésica, siempre que 
sepamos relacionar con ciertas garanties en cuanto a la precisiôn, 
los sistemas de referencia clésicos y espaciales, y esto nos lleva 
a un buen conocimiento de las ondulaciones del geoide.
Por otra parte, las observaciones realizads sobre la superfi­
cie de la Tierra de éngulos, acimutes astronômicos y distancias, 
han de ser reducidas convenientemente al elipsoide de referencia, 
superficie sobre la que se realizan los célculos geodésicos y en 
particular las compensaciones de las redes clésicas. Si bien, en 
las redes trianguladas exclusivamente,1a ignorancia de la ondula­
ciôn del geoide no lleva a errores importantes, no sucede lo mis­
mo en las redes donde se han observado distancias. Diverses estu- 
dios realizados sobre la influencia de la desviaciôn de la verti­
cal y la ondulaciôn del geoide en redes trianguladas y trilatera-
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das conducen a discrepancias demasiado importantes entre los resul 
tados que se obtienen bajo su consideraciôn o su no consideraciôn. 
Aquî se va a procesar la red de primer orden de Portugal bajo dis­
tintas hipôtesis de trabajo y se van a determinar en un ejemplo 
concrete el orden de estas discrepancias. Digamos finalmente, que 
en la Peninsula Ibérica la influencia en la reducciôn de las dis­
tancias del geoide al elipsoide es del orden de 3 a 5 partes por 
millôn, respecto de los sistemas geodésicos vigentes en la actua­
lidad RE50 o ED79.
Estas razones hacen pensar que la determinaciôn del geoide 
con una cierta precisiôn, sea desde el punto de vista geodésico 
indispensable para la consecuciôn de redes fundamentales adecua- 
das a las necesidades tanto técnicas como cientlficas actuales, • 
bien como apoyo a redes de orden inferior o para proyectos de ca- 
râcter internacional.
Unidas a estas necesidades de tipo geodésico estén las nece­
sidades de tipo geofisico, y hacen indispensable una determinaciôn 
del geoide en EspaAa, con precisiones locales inferiores a 20 cen­
timetres y globales de al menos 1 métro, como un fin prioritario 
dentro de los trabajos geodésicos a realizar en el future en nues- 
tro pais. Este es el aspecto més importante de esta memoria, en 
la que se han desarrollado las técnicas de cçâlculo adecuadas y 
contrastadas en la zona test de Portugal, para responder de forma 
préctica y rigurosa al problema planteado, definiéndose un proyec­
to tanto de tratamiento de la informaciôn de campo, y un esquema 
de observaciôn, para que en un plazo breve (5 aAos), Espana tenga 
un geoide que responds a las caracteristicas de los determinados 
por otros paises Europeos de mayor tradiciôn geodésica que el nues 
tro.
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En un principio se planteo como fin primordial de esta memo­
ria, el estudio del geoide en la Peninsula Ibérica, pero la esca- 
sez de datos en Espafia nos hizo reducir el érea de trabajo a la 
zona de Portugal, que en los ûltimos aAos ha venido realizando 
diversas campafias de astronomia geodésica de segundo orden, disp: 
niendo en la actualidad de una informaciôn muy compléta en este 
tema y de gran calidad para un buen estudio del geoide por méto­
dos astrogeodésicos. La distancia media entre puntos dato en des­
viaciôn de la vertical es de tinos 25 a 30 kilômetros, cumpliéndos 
las especificaciones que se piden en Europe por las distintas co- 
misiones cientificas encargadas de estos temas, <Nuno de Souza, 
Afonso, 1978). '
El trabajo se ha dividido en diez capitules que cornentamos 
brevemente a continuaciôn. En un primer capitule se introducen 
una serie de conceptos bésicos, definiciones y matizaciones de 
las nociones geodésicas que se tratan en los siguientes capitules 
El segundo capitule trata de la teoria de cambios de sistemas de 
referencia, usados en la transformaciôn de coordenadas y en el 
control de ondulaciones del geoide por métodos espaciales. El ter 
cer capitule desarrolla el método de Helmert de nivelaciôn astro- 
geodésica a lo largo de perfiles, estudiéndose los errores y sus 
acotaciones en la aproximaciôn lineal que se postula en el método 
de Helmert. En el cuarto capitule se discute el método lineal de 
Helmert con compensaciôn por minimes cuadrados, déndose distintas 
técnicas de detecciôn de errores groseros, tests estadisticos de 
contraste de hipôtesis, control por técnicas de satélites, técni­
cas de simulaciôn y el tratamiento de redes de nivelaciôn astro- 
geodésicas libres. En el capitule quinte se tratan las técnicas
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de aproximaciôn polinomial de ondulaciones del geoide y desviacio­
nes del vertical para zonas reducidas de la superficie terrestre. 
El capitule sexto desarrolla el método de predicciôn lineal por 
minimos cuadrados (autoregresiôn lineal) para interpolaciôn de 
desviaciones de la vertical y ondulaciones del geoide. En el ca­
pitule séptimo se discuten los resultados obtenidos en la apli­
caciôn de estos métodos a la zona test de Portugal. En el capltulo 
octavo se analiza la Red de Primer Orden o Fundamental de Portu­
gal y se hace un estudio de la influencia de las desviaciones de 
la vertical y ondulaciones del geoide en los resultados de la 
compensaciôn de la red. En el capltulo noveno se hace un proyecto 
de geoide para Espana en base a técnicas de simulaciôn para dis­
tintas hipôtesis de trabajo y técnicas de observaciôn, es decir, 
observaciones astrogeodésicas, gravimétricas, Doppler e interfe- 
rometrla de corta base. Finalmente en el capltulo décimo se des- 
criben los programas de câlculo automâtico elaborados para este 
trabajo.
Algunos tôpicos especiales se tratan en apéndices. El apén­
dice uno trata el tema de cambios de elipsoide de referencia bajo 
el aspecto de 1-formas diferenciales. El apéndice segundo discu­
te la precisiôn de los datos espaciales con los resultados obteni­
dos por el autor de esta memoria en cuanto a técnicas Doppler e 
interferometria de corta base. El apéndice tercero trata el pro­
blema de la estimaciôn en modelos lineales. El apéndice cuarto 
discute la resoluciôn de sistemas de ecuaciones lineales con de- 
ficiencia de rango, es decir, la determinaciôn explicita de ma­
trices seudoinversas. Finalmente el apéndice quinto da una breve 
descripciôn de la teoria de procesos estocâsticos en el piano.
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Como conclusion de los métodos estudiados y precisiones obte­
nidas se présenta en el capltulo noveno un proyecto de determina­
ciôn de geoide para EspaAa, utilizando como parâmetros fundamenta­
les, precisiôn, plazos de tiempo, personal técnico necesario, cos- 
tos, etc, que resuelva en un plazo de tiempo razonable el lamenta­
ble estado en que se encuentra nuestro pals en estos temas de fun­
damental importancia tanto desde el punto de vista cientlfico, 
como técnico.
Digamos también, que es la primera vez en la literatura geo­
désica conocida por el autor de esta memoria, que se hace un es­
tudio comparative y profundo de estos métodos, y se aplican téc­
nicas de simulaciôn a este tema concrete de determinaciôn del 
geoide.
La entrada con todo vigor en la década de los 90 de las 
nuevas técnicas de interferometrla, sera sin lugar a dudas una 
revoluciôn en las Ciencias Geodésicas y Astronômicas. La poten- 
cia demostrada por estos métodos, y lo que se espera de ellas 
en un futuro muy prôximo, hacen de la determinaciôn del geoide 
una necesidad de la mâxima urgencia para la correcta aplicaciôn 
a control de redes geodésicas de estas précisas observaciones 
de carécter espacial.
Por métodos clâsicos de Astronomia y Gravimetrla, se pueden 
obtener precisiones locales en la determinaciôn de ondulaciones 
del geoide inferiores a 0.05 metros. Con la implementaciôn de 
redes de control obseravadas interferometricamente con la conste- 
laciôn de satélites GPS, se obtendran precisiones globales, a 
nivel nacional, de este mismo orden, siendo el valor cientlfico 
de estos resultados, inapreciable para el estudio en general de 
las Ciencias de la Tierra.
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Se puede pensar que estas afirmaciones son resultado de con- 
sideraciones teôricas, y que no serân jamàs alcanzadas, o bien, 
que el esfuerzo econômico es desproporcionado a la utilidad so­
cial de los resultados obtenidos. Desde un punto de vista cien­
tlf ico y técnico la respuesta es évidente, més cuando EspaAa debe 
integrarse en Europa también en estos temas cientlficos. A nivel 
social o politico la respuesta puede ser la misma, pero pongamos 
un ejemplo sencillo que no deje lugar a dudas. En estos momentos 
Espana tiene entre manos una de las obras de ingenierla més gran­
des de las realizads o en proyecto en el mundo, la comunicaciôn 
fija entre los continentes Europeo y Africano a través de Estre- 
cho de Gibraltar. Los estudios de tipo geodinàmico y en particu­
lar geodésico para la realizaciôn de esta magna obra necesitan 
de una infraestructura geodésica de estas caracteristicas antes 
indicadas, y pensemos que las aportaciones cientificas unicamen- 
te para esté proyecto, ya jüstifican los gastos minimos, cuando 
se habla de billones de pesetas, que conllevarla una geodesia 
de alta calidad en Espana.
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CAPITULO 1
COORDENADAS ASTRONOMICAS Y GEODESICAS. DESVIACIONES DE ^  VERTI­
CAL.
1.1.- Sistemas de coordenadas en Geodesia Fisica ^ Geométrica.
Consideremos como conjunto de interés geodésico una region 
exterior a la esfera de Bjerhammar lo suficientemente pequena pa­
ra suponer que sea localmente euclidea y que dicha hipôtesis sea 
consistente con la realidad fisica. A este conjunto lo deno-minamcs 
M y es donde tienen lugar los eventos geodésicos de los que trata 
este trabajo. El conjunto M es isométrico a un subconjunto del es­
pacio euclideo tridimensional E^ y se le puede dotar de una estruc
tura de espacio afin mediante un sistema de referencia terrestre 
convencional (0,U), siendo O el centro de masas terrestre y U de­
finido por los campos vectoriales Ug en sentido positive hacia el 
norte y en la direcciôn del polo O.C.I., en el piano del ecua- 
dor y del meridiano origen de longitudes (U.T.l) y Ug ortogonal a 
los anteriores y en sentido positive hacia el este. Si se suponen 
los campos ü^, i«l,2,3 unitarios el sistema de referencia definido 
por (0,U) es ortonormal y dextrogiro, definiendo un sistema de 
coordenadas que liaimaremos geocéntrico (X,Y,Z).
Al lado del sistema de referencia geocéntrico (S.R.G.) vamos 
a définir otros tipos de sistemas de referencia (S.R.) euclideos 
que van a jugar un papel fundamental a lo largo de este trabajo. 
Consideremos el S.R. definido por (0',U') siendo O' el origen del 
sistema, en general no coïncidente con O, y U'tampoco coïncidente 
con U, aunque las diferencias se consideren cantidades de primer 
orden con respecto a las magnitudes terrestres. El sistema (0',U') 
define un sistema de coordenadas no geocéntrico (x,y,z).
Sea el vector.
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y .Wg, los angulos de Euler que relacionan ambos sistemas, su- 
puestas cantidades de primer orden la traslaciôn y la rotaciôn son 






En el siguiente capltulo se discutirâ con mayor extensiôn es­
te tema al tratar del enlace de los sistemas terrestres geodésicos 
y de satélites.
El S.R. astronômico local se define por: El origen en el lu­
gar de observaciôn P de M, el triedro E por: E^ es el campo cuyas 
curvas intégrales son las llneas de fuerza del campo gravlfico 
terrestre W (se supone que W no tiene singularidades en M), el 
campo E^ contenido en el piano tangente a la equipotencial que 
pasa por P y dirigido hacxa el norte y el campo E^ ortogonal a los 
anteriores y dirigido hacia el este. Se suponen dichos campos 
unitarios y por tanto el triedro E es ortonormal.
Se define la latitud astronômica $ en un punto P de la super­
ficie terrestre ? p  como el àngulo que forma la vertical de P con 
el piano del ecuador instantaneo (ecuador determinado respecto del 
eje de rotaciôn instantanée).
Se llama longitud astronômica A  de un punto P de la superfi­
cie terrestre A p al àngulo que forma el piano meridiano astronô­
mico de P con el piano meridiano origen (meridiano de Greenwich) 
toimndose positiva hacia el este de 09 a 3609.
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Se llama latitud geodésica 'f al àngulo que forma la normal 
al elipsoide de referencia con el piano del ecuador geodésico. 
se mide de Ofi al90Q positiva hacia el norte.
Se llama longitud geodésica  ^al àngulo que forman el meri­
diano origen (meridiano de Greenwich) con el meridiano geodésico 
que pasa por el punto, se mide de Ofi a 3609 positiva hacia el 
este.
Las coordenadas cartesianas (x,y,z) y las coordenadas geodé­
sicas ( , A, h), siendo h la altitud del punto sobre el elipsoide
de referencia medida a lo largo de la normal a este, estàn rela­
cionadas por (Heiskanen, Moritz, 1985)
X - ( 9 + h) COS COS X
y " ( ? + h) COS y sen A (1.2.1)
z m ( ? (1-e^) + h) sen A
siendo ? la normal principal al elipsoide dada por
(1 - e^ sen^ '-f )^ ^
Se llama acimutastronômico de una direcciôn PQ, en el punto 
P, al àngulo que forma el piano vertical de P que contiene esa di­
recciôn con el piano meridiano astronômico de P. Se mide sobre el 
piano del horizonte astronômico de Ofi a 3609 desde el norte y po­
sitive hacia el este.
Se define el acimut geodésico de la direcciôn PQ, como el àn­
gulo formado por la direcciôn de la geodésica sobre el elipsoide 
que une P y Q y el meridiano geodésico de P. Se mide de Ofi a 360fi 
desde el norte y positive hacia el este.
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Utilizando estas definiciones los triedros U y E estân re­
lacionados por la ecuaciôn matricial (Nûnez, A. 1983)
E = A U (1.1.2)
siendo A la matriz del grupo de las rotaciones
-sen ?cos A  -sen § sen A  cos§\
A = 1 -sen A COS A  0 1 (1.1.3)
COS f COS A  COS f sen A  sen?/
Ahora bien, la definiciôn de estas coordenadas no es conse- 
cuente con la definiciôn del triedro U con respecto al polo O.C.I. 
por lo que se reducen al polo medio mediante lasexpresiones (Se­
villa, M-o'-, 1983).
§ =  î -  X COS A  + y sen A
P P _
A  = A  -(Xp sen Â + y^ cos A  ) tag ë (1.1.4)
siendo (x^.y^) las coordenadas del polo de rotaciôn instantaneo 
respecto al polo O.C.I. en el momento de la observaciôn.
Por otra parte el S.R. astronômico local depende del punto 
de observaciôn, es decir de la equipotencial que pasa por dicho 
punto. Este problema se resuelve definiendo una superficie de re­
ferencia ûnica a la que reducir las observaciones efectuadas en la 
superficie terrestre. Esta superficie es el elipsoide de referen­
cia y en el caso en que no se conozca la ondulaciôn del geoide
se toma como superficie de referencia la del geoide que se de­
fine como la equipotencial de cota cero coïncidente con el nivel
medio del mar. Una aproximaciôn de esta correcciôn es
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- p = $p - 0.00017 h sen 2 f p
o
A  Pq = A p
siendo h la altitud del punto en metros, el punto correspon-
diente a P en la superficie de referencia.
Los métodos de astronomia geodésica permiten determinar las 
cantidades * , A  para cualquier punto de la superficie terrestre 
(Sevilla,M.J. y Nûnez,A. 1979 y 1980). Tradicionalmente se utili- 
zan en Espana tanto para primer como para segundo orden los mé­
todos de Sterneclc y Mayer para la determinaciôn de latitud y lon­
gitud descritos en las publicaciones anteriores con los corres- 
pondientes programas de câlculo automâtico y que en la actualidad 
son los empleados en el I.G.N. para el câlculo de latitud y lon­
gitud. La precisiôn en la determinaciôn de estas coordenadas va­
ria entre 0.3 y 0.4 segundos para primer orden y 0.5 a 0.8 para 
segundo orden, siendo 1 segundo la cota de error establecida in- 
ternacionalmente para la determinaciôn de estas cantidades.
Antes de définir las coordenadas geodésicas se va a intro- 
ducir a continuaciôn la idea de DATUM geodésico. Se ha hablado 
de superficie terrestre y geoide como superficies fundamentales 
donde se realizan las observaciones la primera y como superficie 
matemâtica y fisica para reducir estas cantidades observadas la 
segunda. Ahora bien, la superficie del geoide no tiene una ex- 
presiôn matemâtica sencilla y por tanto el realizar los câlculos 
geodésicos ya de por si laboriosos y complicados en una superfi­
cie de geometria también complicada no es aconsejable. La solu- 
ciôn que da la geodesia es sustituir como superficie de referen-
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cia la del geoide por un elipsoide de revoluciôn cuya expresiôn 
analitica y geometria es elemental. Para establecer un elipsoide 
como superficie de referencia es necesario especificar su forma, 
dimensiones y su posiciôn en el espacio respecto de la Tierra real 
La forma se especifica mediante dos parâmetros que pueden ser la 
excentricidad e^ y el semieje mayor a^. La posiciôn en el espacio 
respecto de la Tierra real se hace tradicionalmente de la siguien­
te manera: en un punto de la superficie terrestre se dan las com- 
ponentes de la desviaciôn de la vertical y la ondulaciôn del geoi- 
de, es decir, el àngulo que forman la vertical geodésica (normal 
al elipsoide de referencia que pasa por el punto) y la vertical 
astronômica, y la distancia de separaciôn entre el geoide y el e- 
lipsoide medida a lo largo de la linea de la plomada o de la nor­
mal al elipsoide, dependiendo del tipo de proyecciôn que se utili- 
ce. De esta forma la posiciôn en el espacio del elipsoide de refe­
rencia queda determinada al conocer su posiciôn respecto a una su­
perficie (geoide) que se supone fija.
Tomando un elipsoide de referencia se puede introducir un 
S.R. euclideo de la siguiente forma: el punto origen 0 del sis­
tema es el centro del elipsoide, el vector unitario el eje de 
rotaciôn del elipsoide, el vector u£ en el piano del ecuador 
geodésico y el meridiano origen y el vector ortogonal a los 
anteriores y dirigido hacia el Este. En la actualidad, debido a 
las nuevas técnicas de observaciôn a satélites es posible relacio­
nar el S.R. geodésico (0',U') con los S.R. geocéntricos utilizados 
por la geodesia espacial y por tanto referir las triangulaciones 
clâsicas a un DATUM geocéntrico global segûn veremos en el capi- 
tulo siguiente.
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1.2.- Desviaciones de la vertical.
En este apartado se va a introducir el concepto de desviacicr
de la vertical via astrogeodésica, considerando que las coordena- 
das astronômicas estan reducidas a la superficie del geoide.
Se define la desviaciôn relative de la vertical en un punto
P de la superficie del geoide o elipsoide (dependiendo de la altu- 
ra dada en la correcciôn 1.1.4),6 p, como el ângulo que forman la 
normal al elipsoidede referenda que pasa por P y la vertical as- 
tronôimica en dicho punto.
Segûn esta definiciôn 6 p depende del DATUM por una parte y 
por otra parte de la triangulaciôn del territorio en cuestiôn, 
es deicir de las coordenadas geodésicas y por tanto locales. Este 
hecho es importante debido a los sistematismos que se producen 
en la;s redes clàsicas de triangulaciôn y que evidentemente tienen 
impor tancia en la precision de la determinaciôn de la desviaciôn 
de la vertical. Discutiremos este problema en el apartado 2 del 
capitulo 3. Por otra parte la desviaciôn relativa de la vertical 
depen(de evidentemente de la vertical astronômica, que tradicional- 
mente se détermina por métodos de astronomie geodésica.
La desviaciôn relativa de la vertical &p puede proyectarse 
eegûni dos pianos dando lugar a dos componentes, denominandose 
compo>nente de la desviaciôn de la vertical, fp, segûn el meridia- 
no a la proyecciôn del ângulo &p sobre el meridiano que pasa por 
el puinto P y se denomina componente de la desviaciôn de la verti­
cal siegûn el primer vertical, ^ p, a la proyecciôn del ângulo &p
en el primer vertical del punto P. Se miden positivas .hacia el 
sur y  oeste respectivamente.
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En aproximaciôn de primer orden las componentes de la desvis- 
ciôn de la vertical pueden escribirse (Sevilla,M.J. 1975)
(1.2.1)
Zp = ( A-p - Ap) COSip
con P en. la superficie de referencia.
Los aeimutes geodésico y astronômico de una direcciôn PQ, 
o^ pQ y Apg estan relacionados por la ecuaciôn
*PQ “ '^PQ “   ^ ^ p  ■ ^p^ +
g (1.2.2)
( Vp senApQ - ^  p cosApçj) ctgZpQ
y puesto que las componentes de la desviaciôn de la vertical son 
cantidades de primer orden y en las redes fundamentales la distan- 
cia cenital Z es normalmente prôxima a 90S el segundo término de 
(1.2.2) suele despreciarse, obteniendose la ecuaciôn de Laplace 
simplificada
ApQ * ( Ap -Ap) sen fp (1.2.3)
La aproximaciôn anterior, esto es, el hecho de despreciar la 
influencia de la desviaciôn de la vertical en la medida de éngulos 
horizontales en las redes fundamentales es un tema importante que 
discutiremos en el capitulo octavo con numéros concretos trabajan- 
do sobre la red fundamental de Portugal.
1.3.- Ondulaciones del geoide.
Se denomina ondulaciôn del geoide en un punto P a la distan- 
cia entre la superficie del geoide y del elipsoide de referencia 
medida a lo largo de la normal al elipsoide que pasa por dicho
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punto. Segûn esta definiciôn la altitud de un punto sobre el elip­
soide de referencia se compone de dos partes (definiciôn tipo Hel- 
mert), por un lado la altitud del punto sobre la superficie del 
geoide Hp y por otro la ondulaciôn del geoide Np, esto es,
hp = Hp + Np (1.3.1)
La altitud del punto sobre el geoide se obtiene por nivela- 
ciôn geométrica o trigonometries combinada con medidas de gravedad 
siendo por tanto una cantidad observable.
Las modernas técnicas de observaciôn a satélites permiten de- 
terminar las coordenadas cartesianas del lugar de observaciôn 
(X,Y,Z) y por tanto mediante las ecuaciones (1.2.1) las coordema-
das geodésicas ( , A, h) respecte del S.R. de satélites. Conoci-
da la cota ortométrica Hp se puede determiner la separaciôn geoi­
de elipsoide, esto es la ondulaciôn del geoide respecte del S.R. 
de satélites. Luego, la utilizaciôn de esta informaciôn obtenida 
por observaciôn a satélites para fines clasicos hace imprescindi- 
ble el conocimiento de la transformaciôn entre ambos S.R., tema
que discutiremos en el siguiente capitulo.
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CAPITULO 2
ENLACE DE SISTEMAS DE REFERENCIA GEODESICOS.
2.1.- Modelos matematicos.
Hâremos las siguientes hipotesis de partida: el espacio 
de interés geodésico es euclid_eo. y por tanto un S.R. es un par 
(0,U), tal que O es el origen del sistema y U es un triedro or- 
tonormal dependiendo de un solo parâmetro.
Llamemos sistema de referencia terrestre convencional S.R.T. 
C. al dado por (0,U), siendo 0 el centre de masas terrestre y U 
definido por: en sentido positive hacia el norte y paralelo al
eje convencional de rotaciôn terrestre, en el piano del ecuador 
convencional y del meridiano origen, Ug ortogonal a los anterior.es 
y en sentido positive hacia el este. Al lado de estes sistemas 
consideraremos los sistemas de referencia de la geodesia clasica 
S.R.G. de la forma: Sea (0',U') definido por: el origen 0' en el 
centre del elipsoide de referencia y el triedro U' por, Uj en el 
eje de rotaciôn del elipsoide y en sentido positive hacia el 
norte, U' en el piano del ecuador geodésico y del meridiano ori­
gen y ortogonal a los anteriores y en sentido positive hacia 
el este. El S.R.G. se supone fije con respecte al S.R.T.M. (sis­
tema de referencia terrestre medio) lo que requiere la hipôtesis 
de rigidez de la Tierra.
Enunciadas las hipôtesis necesarias y el marco geométrico 
donde nos vamos a mover, espacio euclideo tridimensional, se for­
mulae los distintos cases de combinaciôn de S.R.. De un conjunte 
de puntos , , i=l,....,n, se conocen las coordenadas respecte de
dos S.R. distintos, pudiendose dar varies cases dependiendo del
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origen de las coordenadas. Los casos que vamos a tratar son,
a.- dos S.R.G. distintos
b.- S.R. de satélites y geodésico
c.- dos S.R. de satélites.
No hemos hablado de S.R. de satélites puesto que este tema 
desborda el contenido de esta memoria y en realidad para fines 
practices de utilizaciôn para geodesia clâsica no es necesario. 
Digamos que la observaciôn a satélites por técnicas Doppler per­
miten la determinaciôn de las coordenadas del centre receptor del 
instrumente respecte de un S.R. casi geocéntrico y cuyos ejes 
cumplen ciertas propiedades de tipo dinâmico. Asi se tiene que 
en general los S.R. de satélites y clasicos geodésicos no son co­
ïncidentes, y el problema que se plantea es determiner los para­
métrés que relacionan ambos S.R. con un cierto orden de precisiôn 
que dependerâ evidentemente de la precisiôn de las coordenadas 
que estemos comparando.
El case (a) se présenta cuando se tienen dos tipos de coor- 
denads geodésicas obtenidas por calcules efectuados en DATUMS 
distintos y también pueden provenir de distintos métodos de cél- 
culo (Martinez,F.M. y NûAez,A. 1981). El tratamiento riguroso 
del problema noes sencillo, puesto que en general las coordenadas 
de ambos S.R. no son homogeneas entre si, en otras palabras, sus 
precisiones no han de coincidir necesariamente. En la mayoria de 
los casos esto se da cuando se intentan comparar redes antiguas 
con redes mas modernas. Por otra parte el conocimiento de la al- 
timetria suele ser bastante pobre, lo que obliga a plantear el 
problema en dos dimensiones y en coordenadas geodésicas. En el
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apéndice 1 se dan las formulas correspondlentes de cambio de S.R. 
y de elipsoide en el espacio tridimensional y en coordenads geodé- 
cas.
El caso (b) es de fundamental importancia en el control de 
redes geodésicas por datos obtenidos por observaciôn a satélites. 
Las coordenadas obtenidas por técnicas de satélites tienen una 
interesante propiedad desde el punto de vista de la geodesia geo­
métrica, son homogeneas y estan referidas a un S.R. ûnico, y por 
ejemplo si se utiliza la técnica del punto aislado son indepen- 
dientes. Esto no sucede en las redes geodésicas clésicas observa- 
das por métodos tradicionales, debido a los sistematismos y a la 
propagaciôn de errores tanto en escala como en orientaciôn, debido 
sobre todo a una déficiente reducciôn de las observaciones efec- 
tuadas en la superficie de la Tierra al elipsoide de referencia, 
por falta de una buena informaciôn sobre la desviaciôn de la ver­
tical y la ondulaciôn del geoide.En el tema que nos ocupa de de­
terminaciôn del geoide, la informaciôn de satélites es fundamental 
para zonas extensas, puesto que para distancias mayores de 300 kms 
la precisiôn de los métodos espaciales (del orden del a 2 metros) 
en la determinaciôn de la ondulaciôn del geoide es mayor que la 
dada por los métodos puramente astrogeodésicos.
Por ultimo el caso (c) es muy frecuente pues se han utilizado 
distintos S.R. de satélites para la reducciôn y càlculo de las 
observaciones. En Espana se tienen coordenadas en el sistema NWL9D 
(reducidas con efemérides précisas) y en el sistema WGS72 (reduci­
das con efemérides transmitidas).Este caso es el de tratamiento 
mas sencillo puesto que se puede suponer el modelo libre de siste-
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matismos. Estes dos casos han sido tratados para los datos de la 
red de orden cero Doppler que tiene Espana (Nûnez.A. y Regidor.J. 
1981 y Nûnez,A. Bada,A.1983).
Se discuten a continuaciôn los modelos mâs tratados en la li- 
teratura geodésica.
Modelo de Bursa-Wolf.
El modelo de Bursa-Wolf relaciona dos conjuntos de coordena­
das tridimensionales tratadas como observables. Las incognitas son 
una traslaciôn (X^,Y^,Z^), una rotaciôn de componentes ( E ^ , 6 ^ , 
£^) y un cambio de escala dL. Por tanto se supone que se puede 
pasar de un S.R. al otro por una transformaciôn tipo Helmert, es 
decir una transformaciôn de similitud. El problema en general no 
es lineal, pero suponiendo que las cantidades incôgnita son de 
primer orden y utilizando el desarrollo de Taylor en el punto
^o = ^o " ^o "











siendo (X^,Y^,Z^) y (X^,Yg,Zg) las coordenadas cartesianas del 
mismo punto respecto a los dos S.R.. Conociendose las coordenadas 
en un conjunto de n puntos en ambos sistemas, se puede plantear 
un sistema lineal de 3n ecuaciones y 7 incôgnitas de la forma
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(2.1.3) 
i*l,...,n
o en forma mâs compacta
A X - t (2.1.4)
siendo A la matriz de configuraciôn del ajuste, 2L el vector de in­
cognitas , ^ el vector de observaciones y v. el vector de residues. 
La soluciôn minimos cuadrados supuesta A de rango complete es se­
gûn el apéndice très
X - (A'^ PA)“ A^'^ Pt 
V « Ax - t
= v^P V /(3n-7)
s^ (a'^ P A)~^
^tt
Coo “ Q - ^ t t '  Q
,-l
siendo P la matriz de pesos de las observaciones, ^ la estimaciôn 
del vector de incognitas x minimos cuadrados, 2 ei vector de
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residues estimados, s^ la estimaciôn de la varianza de peso unidac 
C'o matriz de varianzas-covarianzas de la estimaciôn de las in­
côgnitas, la matriz de varianzas-covarianzas de las observa­
ciones y la matriz de varianzas-covarianzas de los residues.
Modelo de Badekas-Molodenskii.
El modelo de Badekas-Molodenskii (Krawinsky,E.J. y Thomson,D. 
B. 1974) se présenta en dos versiones que se diferencian en la ele
cciôn del origen del S.R.
El vector de posiciôn de un punto arbitrario del conjunto de 
puntos date se sustituye por la suma del vector de posiciôn de un 
punto inicial k, dado a priori, con respecto al origen del S.R., 
y el vector de posiciôn del punto arbitrario i con respecto al pun
to k.























siendo ^ ) las coordenadas del punto inicial k.
(2.1.6)
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La matriz sera en este caso
/l 0 0 ° ^ki - \ i \ i ^
Ai = 0 1 0 - "ki ° "ki \ i (2.1.7)
0 1 - *ki 0 h i l
(Xg^^ y(i)-^1
„(i) „(i) „(i) 
'2 “ 1 '2
siendo
el vector de posiciôn de un punto arbitrario i respecto al punto 
k.
La segunda versiôn de este modelo se diferencia de la expues- 
ta en que el punto k en vez de ser arbitrario se toma como el ba- 
ricentro de los puntos dato, es decir
= I X^/n , * I  Y^/n . = Z  Z^/n
Al igual que antes se puede escibir en forma compacta
A 21 “ i “ V.
siendo A la matriz de configuraciôn del ajuste, )ç el vector de pa- 
râmetros incognita a estimar, ^ el vector de observaciones y v. el 
vector de residues. La estimaciôn minimos cuadrados coincide 
con la anterior.
Cuando los puntos dato estan distribuidos en una zona pequena 
de la Tierra en comparaciôn con las dimensiones de esta, el modelo
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de Bursa-Wolf présenta problemas de mal condicionamiento en la ma­
triz normal (A^P A). Este problema se obvia en el modelo de Bade­
kas-Molodenskii al trasladar el origen del S.R. al punto k, centro 
de gravedad de los puntos dato (Mueller,1.1. 1974 y Badekas,J. 
1969).
2.2.- Estimaciôn de los parametros de transformaciôn.
En cualquiera de los dos modelos anteriores las relaciones de 
observaciôn se pueden escribir en la forma matriciel
A 21 - 2 " Y. (2.2.1)
siendo A la matriz de configuraciôn o diseno, 21 el vector de para­
mètres incôgnitas, 2 el vector de observaciones y v el vector de 
residuales. El primer problema que se présenta es que las cantida­
des observadas, es decir, cooxdsnadas geodésicas y de satélites no 
se ajustan estrictamente al modelo de Gauss-Markov, puesto que si 
bien las coordenadas obtenidas por observaciôn a satélites se pue­
den suponer solamente afectadas por errores aleatorios (tampoco es 
rigurosamente cierto pues existen errores sistemâticos tanto en la 
determinaciôn de la orbita del satélite como en las correcciones 
atmosféricas), no sucede lo mismo con las coordenadas geodésicas 
procédantes de la triangulaciôn, afectadas de sistematismos que 
se propagan a lo largo de la red en forma no conocida, salvo esti- 
maciones empiricas o con hipôtesis muy restrictives (Meissl,P.
1974 y Borre,K. Meissl,P.1974), que distorsionan la red. Este pro­
blema puede tratarse, al menos teoricamente con modelos mateméti- 
cos del tipo colocaciôn % minimos cuadrados (Moritz,H. 1982).
Consideremos por tanto el modelo (2.2.1) que se supone que 
verifies E(v) » 0 y cov(\/) = 0 0"^ , siendo E( ) la esperanza mate-
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mâtica de ( ) y cov( ) el operador de covarianza de ( ), Q la ma­
triz cofactor de las observaciones y <T^  la varianza de peso unidad 
Sea P la matriz de pesos de las observaciones (P = Q~^), en- 
tonces suponiendo la matriz normal N = (A^P A) no singular se tie­
ne segûn el apéndice 3 los siguientes resultados.
La estimaciôn minimos cuadrados del vector de parametros in­
côgnita es
X = (a’^P A)"^ a'^ P^ t (2.2.2)
El vector de residues de la estimaciôn
V - A X - t (2.2.3)
La estimaciôn de la varianza de peso unidad
s^ » (v'^ P v)/(3n-7) (2.2.4)
La matriz de varianzas-covarianzas de la estimaciôn 2 
= s^  (a'^ P A)"^ (2.2.5)
La matriz de varianzas-covarianzas de las observaciones
^tt - * ^xx (2.2.6)
La matriz de varianzas-covarianzas de los residues
CoO • Q - ^ t t  (2.2.7)
En la matriz Q se postulan las precisiones a priori de las
coordenadas geodésicas y de satélites. La determinaciôn de las 
coordenadas de un punto X,Y,Z por posicionamiento Ôoppler por la 
técnica del punto aislado permite el calcule de la matriz de 
varianzas-covarianzas de estas coordenadas. Ahora bien, esta ma­
triz depende del nûmero de pasos tomados en la observaciôn al 
satélite o satélites, siendo los errores mâs pequenos segûn vaya 
creciendo el nûmero de pasos ûtiles. Esto evidentemente no es
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cierto, puest que existen errores sistemâticos tanto en la deter­
minaciôn de la orbita como en las correcciones atmosféricas que 
no se ponen en evidencia en el câlculo. Para observaciones redu­
cidas con efemérides de precisiôn se puede suponer,y la experien- 
cia lo corrobora,que la precisiôn en la determinaciôn de las coor­
denadas X,Y,Z no es nunca inferior a 1 métro. En cuanto a las 
coordenadas geodésicas el problema es mâs complicado por dos razc- 
nes fundamentales, la primera es que la precisiôn de las coordena­
das de una red geodésica depende de la distribuciôn de los puntos 
fijos, relacionandose las distintas matrices de varianza-covarian­
za por S-transformaciones (Baarda,W,1975) y segundo que para gran­
des redes de carâcter nacional o continental la obtenciôn de la 
matriz de varianzas-covarianzas de las incôgnitas del ajuste no es 
un problema sencillo, pues matematicamente se traduce en la inver- 
siôn de matrices de miles de filas y columnas, lo que hasta hace 
poco tiempo era una labor imposible. En la actualidad con la ayude 
de grandes ordenadores y potentes paquetes de software de compen- 
saciôn de redes como el que aqui vamos a describir en los capitu- 
los ocho y nueve esto es posible.
En el caso de nuestro pais se han obtenido por estas técnicas 
los parâmetros de transformaciôn entre los sistemas Struve-Hayforc 
(RE50), RE50-ED79, RE50-WGS72, RE50-NWL9D,ED79-WGS72,ED79-NWL9D y 
WGS72-NWL9D (Nûnez,A.1981, Nûnez,A. 1983, Nûnez,A. 1984 y Nûnez,A. 
1985) presentandose los resultados en las Asambleas Nacionales de 
Geodesia y Geofisica de los anos 1981 y 1983 y en los symposium 
de la Subcomisiôn RETrig de 1984 y 1985.
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CAPITULO 2
DETERMINACION DEL GEOIDE POR EL METODO DE HELMERT.
3.1.- Método de Helmert. Aproximaciôn lineal.
Consideremos una serie de puntos dato P^,i=l,...,n , donde se 
han determinado la latitud y longitud astronômicas y en donde se 
conoce también las coordenadas geodésicas y por tanto las compo­
nentes de la desviaciôn relativa de la vertical ( V ^ ^  ^ ,i=l,••,n 
Para una direcciôn dada por el acimut «k en un punto P donde 
las componentes de la desviaciôn de la vertical son ( € ,^ , la
desviaciôn de la vertical segûn la direcciôn definida por el aci­
mut ^  es
= f cos + p sen o/ (3.1.1)
Se supondra que se han efectuado las correspondientes corre­
cciones a las observaciones astronômicas efectuadas sobre la super
ficie de la Tierra, segûn se ha establecido en el capitulo 1.
Sean P^  y P^ ^^  ^ dos puntos en el geoide (en general en la su­
perficie de referencia utilizada para las correcciones) y ds el 
elemento de arco de la linea geodésica que une ambos puntos. La 
diferencia en ondulaciôn del geoide entre estos puntos viene dada
por (Heiskanen,W. A. Moritz , H. 19é£15)
f P




y llamando T al segmento de linea geodésica que une P^ y P^^^ to- 
mando como parâmetro de la curva la longitud de arco, la expresiôn
(3.1.2) puede escribirse
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« A ( s ) ds (3.1.3)
La ecuaciôn (3.1.3) solo permite la determinaciôn de diferen-
cias de ondulaciôn y por tanto para la determinaciôn de ondulacio­
nes del geoide se ha de tener el valor de la ondulaciôn en al me­
nos un punto de los puntos dato. Dicho en otras palabras, cono­
ciendose unicamente valores de la desviaciôn de la vertical, no es 
posible determiner ondulaciones del geoide ( es el mismo caso que 
se da en redes de nivelaciôn), sino diferencias de ondulaciôn.
Puesto que 6^ » ^ (s) solamente se conoce en un nûmero dis- 
creto de puntos del perfil entre los puntos P^ y P^, la integra- 
ciôn ha de hacerse de forma aproximada, es decir por métodos numé- 
ricos. El método clésico en la literatura geodésica es la aproxi­
maciôn lineal de Helmert para la evaluaciôn de la integral
f c, 0; + 9. . 1
- I 9 (s) ds  ----  —  As. (3.1.4)
4
siendo A s l a  distancia entre los puntos P^ y
Sean los puntos dispuestos a lo largo de un perfil y de- 
nominemos P^ -^A y P^«B los puntos inicial y final del perfil. La 
diferencia de ondulaciôn entre los puntos A y B es 
n-1 r P^+i




y suponiendo la ondulaciôn del geoide conocida en el punto A, la 
ondulaciôn del geoide en otro punto cualquiera k del perfil viene 
dada por
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= N ^  - 2  —   —  A k-2.... n (3.1.5)
i*l
siendo
® i - ‘ -i -ii) ‘=°®'^i,i+i + ( \  - ^i^*=°®"fi ^^"'^i.i+i
^ ‘iii - (^i+i -%+i)=°="^i+i,i + (^i+i -^i+i’=°®ti+i
i+l.isen«^ 2
donde es el acimut de la direcciôn en P^ y ^
de la misma direcciôn en P^ j,( A.^ ) las coordenadas astronômi­
cas del punto P^ y ( ^ ^i+l' del punto P^^^^, ( A^) y
( 'f ^i+i^ las coordenadas geodésicas de los puntos P^ y
La aplicaciôn clâsica del método de Helmert se suele hacer a 
lo largo de perfiles situados sobre meridianos y paralelos. Asi a 
lo largo de un meridiano tendriamos ( sen = 0, cos^^ » 1) y 
por tanto
Nr - Na - j A  !^itl " ^i^ ~ As., k-2 n
i-l
y a lo largo de un paralelo de latitud (coso4^ - 0, sent*/ ^ - 1) 
y por tanto
N ^ . N ,  . £  ' co.‘fâ...k.Z....n
i-l
El modelo ideal y que ha sido seguido en algunos paises de 
gran extensiôn como Rusia (Zakatov,P.S.,1975) es hacer determina- 
ciones astronômicas sobre una malla de meridianos y paralelos para 
una posterior compensaciôn de los distintos itinerarios seguidos 
por minimos cuadrados.
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3.2.- Estudio de errores en el método de Helmert.
En cuanto al estudio de errores propios del método de Helmer: 
se dan unas breves indicaciones, puesto que ha sido tratado exter.- 
samente en ( Sevilla ,1® . î3L y Nûnez, A. 1979).
Existen fundamentaimente très fuentes de error
a.- Los debidos a las observaciones astronômicas
b.- Los debidos a las coordenadas geodésicas procédantes de la 
triangulaciôn.
c.- El error de truncamiento de la fôrmula de integraciôn numéricê 
utilizada.
Evidentemente entre estos tipos de error y en una aproxima­
ciôn que para nosotros es suficiente, los dos primeros pueden con- 
siderarse de carâcter aleatorio, siempre que la reducciôn de las 
coordenadas astronômicas sea corrects, mientras que los del tipo 
(c) son sistemâticos.
Empecemos tratando los dos primeros. Sea 0" la desviaciôn ti- 
pica y supongamos que los errores en la determinaciôn de la ver­
tical son incorrelados punto a punto, por la ley de propagaciôn 
de la varianza se tiene eue
A N
^+1
( ^  ) ds (3.2.1)
Ahora bien, se puede suponer que los errores en distancia y 
acimut al multiplicarse por las componentes de la desviaciôn de 
la vertical que son cantidades de primer orden pueden despreciar­
se, y por otra parte, para redes modernas los errores en la deter­
minaciôn de las coordenadas geodésicas son despreciables trente 0 '.
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error en la determinaciôn de las coordenadas astronômicas. Asi en 
la red de primer ooden de Portugal segûn se demuestra en el capitu­
lo octavo las elipses de error absolûtes en la determinaciôn de 
las coordenadas son como màximo de 1 métro, esto es del orden de 
0ï03,que comparados con el error en la determinaciôn de las coor­
denadas astronômicas de segundo orden de 0V6 a l'.'0 es desprecia- 
ble. Por tanto se puede escribir que
G" ( ^  ) « ( O". cos^«^ + sen^'^ cos^ ®/
siendo y las varianzas de las determinaciones astronômicas
de latitud y longitud.
Aplicando la fôrmula de integraciôn del trapecio a (3.2.1) 
obtenemos que la varianza a lo largo del perfil de la ondulaciôn 
del geoide es (Sevilla,J.M. y Nûnez,A. 1979)
- 2 2  1/2 ( cos^ e/^  + cos^ 'f^  sen^ o/^  <^^) A s^ (3.2.2)
Para un perfil a lo largo de un paralelo, es decir ^ -cte, y 
senoZ^»l, coso^^»0, tenemos
cr^N “ 1/2 (n-1) As^ cos^
suponiendo que las distancias que separan los puntos del perfil 
son similares e iguales a As y por tanto el error medio cuadratico 
en la determinaciôn de la ondulaciôn del geoide es
În “ / 2 A s cos ^
y multiplicande y dividiendo por (n-1) obtenemos
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r r  S cos^ (3.2.3)
-/ 2  (n - 1)
De la misma forma a lo largo de un meridiano se tiene 
S <T$
- -------—  (3-2.4)
-  1 )
y a lo largo de una linea cualquiera
De gran importancia en este método es el error cometido en 1< 
interpolaciôn introducida en el càlculo numérico de la integral
(3.1.2). El error de truncamiento de la fôrmula del trapecio es 
(Ralston,A. 1970)
E^ - . t ili- ( |f|)^ senl" (3.2.6)
para el intervalo de integraciôn , pudiendose dar una
acotaciôn del error entre los puntos extremes A y B por
E(metros) < S senl" /6 (3.2.7)
siendo
El càlculo aproximado de se puede efectuar de la siguiente
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manera. Sean Pj^_^, tres puntos consecutivos del perfil 
entonces
y considerar
max I ^&'(P^) I
P^£(A,B)
siendo P^ un punto del perfil.
En cuanto a los errores sistemâticos en las coordenadas geo­
désicas ( ) vamos a decir unas breves palabras. En redes geo­
désicas tipo Portugal de extraordinaria calidad y recientemente 
reobservada, con control en orientaciôn y en escala mâs que acep- 
table, la presencia de posibles errores sistemâticos que perturben 
las coordenadas geodésicas résultantes de la compensaciôn es des- 
preciable para fines de determinaciôn de geoide, puesto que a lo 
sumo pueden llegar a valores del orden del metro f rente a los 15- 
30 metros en las coordenadas astronômicas.
En cuanto a los errores sistemâticos en la determinaciôn de 
las coordenadas astronômicas diremos que su detecciôn no es senci- 
11a, pero con los equipos de observaciôn actuales en la medida del 
tiempo y una cuidadosa preparaciôn del observaciôn estos pueden 
minimizarse en gran manera. Los tres factores mâs importantes son 
la refracciôn anômala imposible de contrôler, la ecuaciôn personal 
del observador que debe determinarse antes de cualquier campana de 
astronomie y los sistematismos propios de los aparatos de observa­
ciôn que con una buena contrastaciôn antes de cada campana pueden 
prâcticamente eliminarse.
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En los trabajos de Rice, 1962 en Estados Unidos se da una 
acotaciôn del error introducido por estos sistematismos en la de­
terminaciôn de la ondulaciôn del geoide para observaciones astro­
nômicas de segundo orden del tipo
E(metros) < o.o34 F
para una longitud total de linea astrogeodésica de S kms y esta- 
ciones espaciadas 22 kms.
Suponiendo que el error sistemâtico en las determinaciones 
astronômicas se puede acotar por
0*1 < X ®’a < Y$ A
y recordando la expresiôn (3.2.5) se puede escribir 
2 J 2(n-l)
En todo este capitulo se han supues'tP^  las observaciones astro­
nômicas reducidas al geoide, lo que supone el conocimiento de los 
gradientes de la gravedad en la linea ( Sevilla J’. 1975). Esta 
correcciôn para zonas montanosas es importante, pudiendo llegar 
a ser del orden de 1", lo que para lados de 25 kms introduce un 
error de 0.15 metros en la determinaciôn de la diferencia de on­
dulaciôn del geoide entre los puntos del lado en cuestiôn.
Por tanto la exactitud en la determinaciôn del geoide astro- 
geodésico por el método de Helmert depende de cuatro problemas 
diferentes.
a.- Exactitud en las determinaciones astronômicas de latitud y 
longitud.
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b.- Espaciamiento de las estaciones, dependiendo de la variaciôn 
de las componentes ( ^ ^  ) en los puntos del perfil.
c. - De los valores de la curvatura de la linea de la plomada, ne- 
cesarios para efectuar una correcta reducciôn de las coordenadas 
astronômicas al geoide.
d.- Error de truncamiento de la aproximaciôn lineal.
3.3.- Compensaciôn en el método de Helmert.
En este apartado vamos a discutir brevemente la compensaciôn 
de una linea de nivelaciôn astrogeodésica, puesto que profundiza- 
remos en el tema en el capitulo siguiente.
Las relaciones de observaciôn se pueden escribir en la forma
— -( &2+]^  A s^/2 + v^ — 1^ + v^ (3.3.1;
N2 - Ni + 1^ +v^
■'^ n-l = + ^n-1 + ''n-1
N^ - ondulaciôn del geoide en el punto 1 conocida
N^ m ondulaciôn del geoide en el punto n conocida
v^ m residuo de la i-ésima observaciôn.
Por tanto se puede plantear las relaciones de observaciôn en
forma matricial,
A ^ = 2 (3.3.2)
siendo A una matriz (n-1,n-2) denominada matriz de configuraciôn 
o de diseno del ajuste de la forma,
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-1
\ o - J
y los vectores 2L V Î. dados por
( N_, ' V i ^
( N, + 1,. 1,
y es el vector de residuales.
A pesar de no existir sobreabundancia de observaciones, pues­
to que se tienen (n-1) observaciones y (n-2) incognitas, se puede 
utilizer el método de minimos cuadrados a fines practicos de de­
terminer el cierre de la linea de nivelaciôn astrogeodésica.
La soluciôn de minimos cuadrados es
X - ( A^P A )"^  a'^ P t
siendo P la matriz de pesos de las observaciones, que segûn dis- 
cutimos en el siguiente capitulo se puede suponer,
a.- P = I, siendo I la matriz identidad
b.- P = 1/ôs^, i-l, ,n-l
2c.- P - (1/ As^) , i-l n-1
En el caso en que el circuito de nivelaciôn sea cerrado, es 
decir coincidan los puntos inicial y final, el planteamiento es 
el mismo, salvo el vector de términos independientes que se es­
cribe ,
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_t =  ' ^ n-2 '
No entramos en este capitulo en mâs detalles sobre el método 
de Helmert sobre perfiles, puesto que es un caso particular del 
método de Helmert con compensaciôn en superficie que desarrollamos 
con extensiôn en el capitulo 4.
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CAPITULO £
DETERMINACION DEL GEOIDE POR EL METODO DE HELMERT CON AJUSTE POR 
MINIMOS CUADRADOS.
4.1.- Planteamiento del problema.
Supongamos una region D de la supergicie terrestre en donde 
se han determinado las componentes (f ,^ ) de la desviaciôn de la 
vertical en una serie de n puntos no necesariamente regularmente 
distribuidos.
Introduzcamos en D un sistema local de coordenadas cartesia­
nas planas: sea ( 'fg, g) un punto origen, entonces para un punto 
cualquiera ( 'f , % ) de D las correspondientes coordenadas cartesia­
nas planas son (se supone hipôtesis de tierra esférica)
X - R (i -io) - R i  - R ig
(4.1.1)
y ■ R ( ^  - ^ Q ) COS 'f m R ) COS 'I - R 'i ^ COS 'Y
Las coordenadas cartesianas origen seràn 
«o ■ "lo - ®to . 0
Yo " " \  . 0
siendo R un radio medio terrestre para la zona considerada.
Sean (x^,y^), i-l   las coordenadas locales de los n
puntos dato en donde se han evaluado las componentes de la des­
viaciôn de la vertical dadas por ( ^  % % , ....' ^ ^  n' ^  n^
respectivamente. A partir de estos datos y del conocimiento de 
la ondulaciôn del geoide en al menos un punto, el problema es 
estimar la ondulaciôn del geoide en los demàs puntos datos per- 
tenecientes a D haciendo minima una cierta norma que se especifi-
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carà mas adelante.
Hatematicamente esto es equivalents a determinar la funcién
ondulaciôn del geoide N(x.y), (x,y)CD de la que se conocen sus
derivadas parciales, en n puntos
O N  O N
%   (x,y), 7   (x,y), (x,y)« D (4.1.2)
O  O  y
y verifica una condiciôn del tipo en algün punto de D
N(x,y) « N (x,y) €D (4.1.3)
Consideremos la diferencial
O n O ndN   dx +   dy ■ - ( ^ dx + 0 dy]
O  X O  y ^
y sean P,Q dos puntos de D, la diferencia en ondulaciôn N^-Np en­
tre los puntos P y Q viene dada por 
0
- "p (fdx+^dy) (4.1.4)
Si las observaciones astronômicas de latitud y longitud estàn 
perfectamente reducidas al geoide, la forma diferencial dN debe 
ser exacta, es decir
dN - Y ( f d x  +ydy) - 0
r 4
para cualquier curva cerrada contenida en D.
La aproximaciôn de ondulaciones del geoide en los puntos dato 
se hace: Con el conjunto de puntos dato (x^.y^), i»l,...,n de D
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se forma una triangulaciôn que ha de ser optima en el sentido de 
lados de distancia minima y triângulos bien conformados, evitan- 
dose en lo posible angulos menores de 256, siendo el triangulo 
ideal el equilatero. Los puntos en donde se détermina la desvia- 
ciôn de la vertical suelen ser vertices de la red de primer order, 
en donde se han realizado observaciones de triangulaciôn, pud.ién- 
dose aprovechar el esquema de triângulos ya definidos. Tengamos 
en cuenta que la puesta en practice del método de Helmert en su­
perficie es la integraciôn de una ecuaciôn en derivadas parciales 
de primer orden en dos variables por el método de elementos fini- 
tos (triângules bien conformados) con la particularidad que los 
elementos finitos vienen impuestos por los propios puntos obser- 
vados, exigiéndose por esto que la distribuciôn sea lo màs homo- 
genea posible.
Sea I \ , i«l,...,l los elementos de la triangulaciôn efec- 
tuada en D, siendo los vertices de cada triângulo puntos dato en 
desviaciôn de la vertical, verificandose que T^n « (Jf para 
k»Éj. Sean P,Q y R los vertices de un triângulo cualquiera , y 
vamos a considerar la funciôn ondulaciôn del geoide en como 
un polinomio de grado 1 en las variables x,y (aproximaciôn lineal 
de Helmert), es decir
N(x,y) - a^^ + «lo X + Y , <x,y) (4.1.5)
Sea el punto R del triângulo el origen de coordenadas de un 
nuevo sistema cartesiano local que para no complicar la notaciôn 
seguiremos designando (x,y) y sean (s,®<) las coordenadas polares
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en dicho sistema (s distancia y J, acimut). Luego todo punto de 
se puede escribir
s cos y m s sen oL (4.1.6)
y (4.1.5) en el sistema polar se transforma en
N(s,o^ ) * a^^ + a. s cos + a , s sen oo lo ol
De (4.1.2) y (4.1.5) se deduce que











'lo - - ? - =ol = - 2
N(s,o^ ) ■ a^^ - ( Ç cos t i  + 2 sen»/) s ■ a^
Un breve calculo teniendo en cuenta la definicion del sistema 
local y los valores de^, nos permite escribir
"o -"R '*0 + 'c;/:
"p - "q - - l * P »  »o' Spo/2 (4.1.8)
"p- ^ ( ^ p + ^ p) Spp/2
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sobre los très lados del triangulo, siendo ^p, la desvia­
ciôn de la vertical en los puntos P,Q,R.
Apoyandonos en estos resultados vamos a hacer el planteamien- 
to general del problema. Sobre una regiôn D de la tierra se tienen 
una serie de puntos j i*l, ,n en donde se conoce la des­
viaciôn de la vertical , i-1 ...... n. Se efectua una triangula­
ciôn de D con vertices los puntos dato con las condiciones dadas 
anteriormente. Entonces para cada lado de la triangulaciôn se tie- 
ne una ecuaciôn de la forma
ANLj - N j - N U . -  ( G ^ +  s^j/2 (4.1.8)
siendo 6  ^ la diferencia de ondulaciôn del geoide entre los pun­
tos i,j, 0^, Gj la desviaciôn de la vertical en los puntos i,j y 
Sj^ j la distancia entre dichos puntos.
Sea n el numéro de puntos dato, 1 el numéro de triângulos que
son disjuntos (T^A » 0 para k^j), entonces la ecuaciôn de Euler
nos dice que el numéro de lados es (Struik,D.J. 1973)
m » 1 + n - 1
que no es otra cosa que el numéro de ecuaciones en diferencia de 
ondulaciôn (4.1.8) que se pueden establecer a partir de la trian­
gulaciôn efectuada.
4.2.- Aplicaciôn del método de minimos cuadrados _a ^  determina- 
ciôn del geoide.
En este apartado vamos a considerar la determinaciôn astro- 
geodésica del geoide como un problema que se puede adaptar a un
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modelo estocàstico en donde tenga sentido la técnica de minimos 
cuadrados dentro de un marco probabilistico que se justificarà 
convenientemente ( Modelo de Gauss-Markov ).
Se consideran una serie de puntos P^ , i»l,...,n en donde se 
han determinado las componentes de la desviaciôn de la vertical 
( i«l,....,n. Sean , i»l,— ,n las correspondientes
ondulaciones del geoide (incôgnitas a determinar). Cada punto da 
lugar a p relaciones de observaciôn del tipo (4.1.9), siendo p 
el numéro de puntos unidos con él por la triangulaciôn. Sea el 
punto i e i+1,...,i+p los puntos contiguos, las correspondientes 
relaciones de observaciôn se pueden escribir
^i - ^i+1 - •^ i.i+l “ ''i.i+l
*^i ~ ^i+p “ i^, i+p “ '^ i,i+p
donde los valores observados son
P^,i+j - - ( + »j) s. ./2,j-l....
e  . - ^  . seno( . j + 2 i c o s ^  . j
s e n  V  c o s o ^ j ^
s i e n d o e l  acimut correspondiente a la direcciôn P^.Pj, X
el correspondiente a la direcciôn P^,P^ s^^ la distancia entre 
los puntos Pj^ .Pj y  ,v^ los residuales de las ob-
- 45
servaciones correspondientes.
Imponiendo la condiciôn de minimos cuadrados
P 22. '^i i+j “ minimo
3=1
obtenemos la correspondiente ecuaciôn normal para el punto i, 
dada por,
P '^i ■ *^ i+l " ..... - ^i+p + *^i
^i = 2  *^ 1*1+3
3=1
(4.2.2)
Para los n puntos de la red astrogeodésica se tendrân n e- 
cuaciones normales de la forma (4.2.2), en donde las ondulaciones 
del geoide son los parâmetros incôgnita a determinar. Ahora bien, 
las relaciones de observaciôn dan como valores observados via des­
viaciôn de la vertical, diferencias de ondulaciôn del geoide uni- 
camente, por tanto teniendo unicamente estos datos se puede deter­
minar la forma de la superficie del geoide, pero no su posiciôn 
en el espacio con respecto al elipsoide, es decir se pueden esti­
mer diferencias de ondulaciôn, pero no ondulaciones propiamente 
dichas. Un caso similar se da para redes de nivelaciôn y es trata- 
do en (Grfarend,E. y Schaffrin,B. 1974). Para définir la posiciôn 
del geoide respecto del elipsoide de referencia es necesario el 
conocimiento de la ondulaciôn del geoide en alguno de los puntos 
dato. En términos matemâticos, la matriz de ecuaciones normales 
es para n puntos una matriz de n filas y n columnas y su rango es 
(n-l), es decir es singular, pudiendose encontrar una submatriz 
suya de orden (n-l) no singular. Este problema merecerâ un apar-
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tado posterior en la compensaciôn libre de una red astrogeodésic a 
para la determinaciôn del geoide. De momento nos ocuparemos del 
caso regular, esto es, cuando se conozca la ondulaciôn del geoid<e 
en al menos un punto de los n puntos datos en desviaciôn de la 
vertical.
Las relaciones de observaciôn pueden escribirse.
Ni - Nj - Kij . Vij. Ki- . - ( »i . »j)Si,/2 (4.2.3)
para dos puntos cualesquiera , P y  y
^i ■ ^ij = K. j . Nj - ( ». + »j)s. j/2 (4.2.4)
para un punto fijo P^ (de ondulaciôn del geoide conocida).
Luego para una red astrogeodésica con m enlaces u observa-, 
ciones, n puntos con desviaciôn de la vertical y k puntos donde 
se conoce la ondulaciôn del geoide, se tendra una matriz de con-
figuraciôn con m filas y (n-k) columnas. Cada fila de dicha ma­
triz tendra 2 elementos distintos de cero de los (n-k) o sola- 
mente uno cuando uno cuando uno de los puntos que enlaza la ob­
servaciôn sea fijo, por tanto se trata de matrices totalmente 
huecas (sparse).
En forma matricial las relaciones de observaciôn (4.2.3) y
(4.2.4) se pueden expresar
Ajç. ~ i = (4.2.5)
donde A es una matriz (m,n-k >, m>(n-k), es la matriz de configu-
raciôn o diseno del ajuste, 21 = (N^...... ^n-k^ @1 vector de
parâmetros u ondulaciones incôgnitas a estimar, ^ = (K^...... )
el vector de términos independientes u observaciones y (v^,..
 v^) el vector de residues.
-  47
Se plantea el siguiente modelo lineal estocàstico tipo 
Gauss-Markov para la determinaciôn astronômica del geoide,
Ax - ^ » 2
E(^) » A£, o  bien E(v) » 0^ 
cov(v) » E(v"^ v^ ) - s^Q 
v«v N(O.s^Q)
siendo E( ) el operador esperanza matemâtica, cov( ) el operador 
de covarianza, N(0^,s^Q) la distribuciôn normal m-dimensional de 
media cero y matriz de varianzas-covarianzas s^Q, con s^ el 
factor de varianza a priori de peso unidad.
Ahora bien, en este modelo se han supuesto algunas hipôtesis 
que hay que contraster, taies como
1.- El vector de residuos sigue una distribuciôn normal
2.- E(v^ ) m 2' lo que équivale a decir que no existen errores 
groseros ni sistematismos.
3.- Las precisiones a priori de las observaciones postuladas en 
la matriz s^Q han de ser consistantes con los resultados a poste­
riori .
Estas hipôtesis se pueden contraster con tests estadisticos 
que discutiremos mâs adelante.
Bajo estas hipôtesis la soluciôn de minimos cuadrados es 
decir la que minimize la funcional (Apéndice 3) |( Ajc^ - t||^ , con
la norma definida en el espacio de observaciones
1 Ï.Ü »




X - (A^PA)"^A"^Pt - N‘^n 
N . (a'^ PA) y n - A'^ Pt 
El vector de residuos estimado
V  - Ax - t - (A(a’’pa)"^a'^P - I)t (4.2.8)
La varianza de peso unidad del ajuste
®o * (v'^P£)/(m-n+k) (4.2.9)
La matriz de varianzas-covarianzas de la estimaciôn 2 
^xx ■ s^(a'^ PA)’  ^ - s^N"^ (4.2.10)
La matriz de varianzas-covarianzas de las observaciones
^tt ” *^xx*^ ” sJa (a'^PA)" a^'’ (4.2.11)
La matriz de varianzas-covarianzas de los residuos
- sJq - C;: « s^(Q - A(a ’^ PA)"^a '^) (4.2.12)
V V  O  w t O
Estas son las cantidades de interés que vamos a considerar 
en este trabajo y que van a définir la bonded del ajuste y por 
tanto de las desviaciones de la vertical y ondulaciones del geoi­
de conocidas.
4.3.- Deteccion de errores groseros, ^  sistematicos.
Denominamos fiabilidad de una red geodésica (en sentido am- 
plio y considerando el caso de la nivelaciôn astrogeodésica como 
un caso particular) a su resistencia a los errores groseros o 
equivocaciones, o dicho en otras palabras, a la facilidad para 
la detecciôn de los errores groseros. Evidentemente cuanto màs 
précisas sean las observaciones y homogeneas, ôptima la configu- 
raciôn de la red,un error grosero serà màs facilmente detectable. 
En la literatura geodésica se han dado varios métodos para la
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detecciôn de errores groseros, de los que vamos a desarrolar aqui 
el T-test de J.A.Pope. 1975 y el B-test de W.Baarda, 1969, asi 
como la aplicaciôn de la hipôtesis lineal general a la detecciôn 
de errores groseros. 
a.- El T-test de Pope.
Consideremos el modelo lineal estocàstico
Ax^  - 2 ® 2L» E (2 ) ■ 2' cov(v) * s^O, V'vNCO.s^Q)
en donde se supone que Q es no singular. El vector de errores 2 
cumple la relaciôn
V » E(^) - t
con la condiciôn E<2) = Ax^ . Verif icandose
V  « Ax - t - A(A^PA)"^A"^Pt - t - (A(a'^PA)'^a'^P - I )t -
- (A(a'^PA)“^a'^P - I) (Ax - v) »
- (I - a (a '^p a )"^a^p )v , 
puesto que,
(A(a'^PA)"^a '^ P - I)Ax ■ A(A^PA)"^a ’^ PAx - Ax . 2
Por tanto tenemos que
V  - Mv, M - (I - A(a'^PA)"^a'^P) .
La matriz de pesos P « Q~^ es no singular y simétrica, entor. 
ces existe una ûnica matriz S triangular superior tal que
P » S^S (factorizaciôn de la matriz P)
Llamemos: v' » s£, v' « Sv^ . A' ■ sï
y aplicando la ley de propagaciôn de varianzas-covarianzas para
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operadores lineales, se obtiene que
cov(v') m S^cov(v)S » - S^I,
luego el vector v' se distribuye segun una normal de media cero 
y matriz de varianzas-covarianzas s^I, siendo I la matriz identi- 
dad.
Por otra parte consideremos el vector v' cuya matriz de va­
rianzas-covarianzas es
cov(v') - cov(Sv) - S^cov(v)S « s^S^(Q - A(a'’^PA)“^a '^ )S -
- S^(I - A'(A''^A')"^A''^)
y llamando M'» (I - A ' {A'*^A')“ A^''^ ) , se tiene que
cov(v') « s^M'.
Si la matriz de pesos es diagonal
entonces la matriz S viene dada por
/jpT  0
.....
y la transformacion ■ Sv es directamente
siendo la varianza del residual i-ésimo
, .2
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con el elemento i-ésimo de la diagonal principal de M '.
J.A. Pope, 1975 basandose en trabajos de T.Thomson, 1954 intro­
duce la T-distribuciôn mediante la t de Student por
siendo r el numéro de grados de libertad del ajuste y t la varia­
ble t de Student, demostrandose que la variable (v^/s- ) sigue 
una distribuciôn T con r grados de libertad, r * m - n + k y
es la estimaciôn de la varianza del residual i-ésimo.
El test para la aceptaciôn o rechazo de observaciones se 
plantea en los siguientes términos,
Hipôtesis H^: Se acepta la observaciôn i-ésima 
Hipôtesis alternative H^  ^: Existe un error grosero en la
observaciôn i-ésima y se rechaza. 
Se acepta H^ si |v^/s. j < C
Se rechaza H^, es decir se acepta H^ si | v^/s- ( > C
siendo C el valor crîtico que depende del nivel de Æonfianza ': 
del test (1 - «C ), y del numéro de grados de libertad r del ajus­
te . Luego
^r-1,1-*/  ^j ^ ~ ^ ^r-l,l-=
Digamos finalmente que se ha incorporado al programa de nive­
laciôn astrogeodésica para determinaciôn del geoide por el método 
de Helmert una subrutina denominada POPE que détermina el valor 
critico C.
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b.- A continuaciôn se va a detallar la teorîa de W. Baarda en el 
lenguaje matricial seguido en esta memoria, tratando la detecciôn 
de errores groseros y el concepto de fiabilidad de una red geodé­
sica en general.
Una manera intuitiva de testear una red es realizar el examen 
de los residuales v que produce el ajuste de minimos cuadrados.
Asi por ejemplo si el vector £ estuviese formado por variables 
incorreladas se tendria que la distribuciôn de las cantidades o 
residuales tipificados es normal de media cero y varianza
unidad, N(0,1). Ahora bien esto en la pràctica no sucede, demos­
trandose (W. Baarda, 1968) que es mejor, esto es el test es mâs 
sensitive con respecto a la detecciôn de errores groseros, si se 
testea la cantidad Pv, siendo P la matriz de pesos de las obser­
vaciones .
Toda observaciôn puede testearse por separado, para lo cual 
introducimos el vector auxiliar c » (0,...,lj&....,0), si se quie- 
re testear la observaciôn i-ésima. Definamos la cantidad
f - - ç'^ Pv, c - (0...........  0)
siendo entonces la cantidad a testear
w. . f/Sf
con w^^N(0,l) aproximadadmente debido a la correlaciôn de las 
variables del vector w. La desviaciôn tipica de la cantidad f 
puede calcularse mediante la ley de propagaciôn de las varianzas,
y





''i - -Ç^Pi/So/C^PQ0v^2. 
siendo s^ el factor de varianza de peso unidad y / la matriz 
cofactor de los residuos estimados
El w-test de Baarda se plantea en los siguientes términos. 
Dado el nivel de significacion , el valor critico viene
dado por
'"o
-t^/2e dt - 1
-bO
Por ejemplo para oi « 0.05, » 1.96 y para ■ 0.01, =
2.58.
Si I 1 > existe una probabilidad (l-o( ) de que la obser­
vaciôn i-ésima sea erronea.
El cômputo de las cantidades necesita de la determinaciôn 
de la matriz Q** » Q - o  lo que es lo mismo de la matriz
cofactor de las incôgnitas Distintas elecciones del vector
ç desde i-1,..,m, van definiendo las cantidades y se testean 
los residuales individualmente.
A continuaciôn se va a estudiar el efecto que producen en 
una red geodésica los errores groseros, esto es, la variaciôn que 
pueden tener las cantidades de interés geodésico de un ajuste de 
una red geodésica, para lo cual consideremos que la observaciôn 
i-ésima esta afectada por la presencia de un error grosero o sis- 
temético dado por A , el efecto que esto produce en el vector de 
observaciones t es
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A 2 * ç A ( A es un escalar, t  unvector)
ç - (0...l!^.....0)
La obtenclôn del efecto que produce el error grosero A en 
la observaciôn i-ésima en otras cantidades es inmediato, asi se 
tiene
Ax - Q.jA^Pc A 
Ai  - 'Q^v^S. A 
Af - c"^PQ.^Pç A
Llamemos E ■ v^Pv, entonces
AE - (v + A9)^P(v + Ai?) - v’^Pv -
» Av"^P A V + 2 A v^Pv 
y puesto que es una cantidad estocàstica, su esperanza matemâtica
E(E) » Av^P A V - s^ Aw^
Esto es vâlido para cualquier error en una observaciôn. Con­
sideremos ahora un valor especial o particular V , tomado de tal 
forma que el cambio V en una observaciôn puede detectarse con el 
w-test con una probabilidad^, que normalmente se toma el 80% y 
a un nivel de significaciôn l-o( . Esta variaciôn en w que puede
detectarse con una probabilidad a un nivel l - o l  la denominaremos
v i o l  , ^  ) ,siguiendo la notaciôn de la escuela de Delft ?w( ol  tenien-
dose
ol « 0.05 80% 7 w - 2.80
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s. = 0.01 80% 7w = 3 .44
■W = 0.001 |^= 80% 7w  = 4.13
Aplicando las expresiones anteriores para 7 w, se tiene
7= Vw s^/(c'^PQ^^Pc ) 2^
7 2 = Ç 7 
7x = Q^^A'^Pc 7 
Vf = (ç‘^PQ^^Pç)V2s^ V 
= -QvyPÇ ^
W. Baarda encuentra una expresiôn para acotar la cantidad 
VX./s , k=l,...,n, por
1C x ^
7 Xr /Sx < ( Vx"^N 7x)^^/s^, N = a'^ PA
y puesto que 
V x'^ N 7x = Ç^PAQxxNQxxA"^Pç 7 ^  = c'^PAQxxA'^Pc 7  ^  =
= c"^ P(Q - Q„„)Pc 7^ = (c'^ Pc - c'^PQ„,Pc )7^




7x ’^ N7x/s = -----1)7 = V 7 ^
£ POvv^S.
Definamos la cantidad
= v'/Z 7 w  -> 7 x ^  1 r^ Sx^
A1 paramètre rx asi definido se le llama fiabilidad externa 
de X  V dependen de c. De forma similar se define la fiabilidad
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interna o de las observaciones por
r ^ = V t/ s^ = Vt/s^ (c'^ Qç)
Luego a cada observaciôn le corresponden un valor r^ y r ,^ 
relacionandose su magnitud a la sensibilidad de la red para detec- 
tar errores groseros. Si una observaciôn no es controlada, enton­
ces r ->v>, si una observaciôn esta relativamente bien controla­
da, r 6(5,10) y si r es menor que 5 la observaciôn esta muy bien 
controlada. Si r es mayor que 10 la observaciôn no esta bien con­
trolada. Entendiendo por observaciôn controlada a la sensitividad 
de la red para detectar un error grosero en dicha observaciôn. 
Estos parâmetros son fundamentales para una red geodésica,puesto 
que la precision es una medida dificil de precisar en una red, 
y la fiabilidad es perfectamente definible a partir de las pro- 
pias observaciones y de la configuraciôn de la red. Pongamos un 
ejemplo ilustrativo del tema, en la actualidad se plantea el te- 
ma de triangular o trilaterar redes puesto que la trilateraciôn 
para redes de primer y segundo orden con telurômetros es mâs ra­
pide y mâs econômica y oferta precisiones parejas a la triangula­
ciôn clâsica. Ahora bien en redes de primer orden la triangulaciôn 
es mucho mâs fiable que la trilateraciôn, puesto que para una red 
triangulada bien conformada y observada con una precision angular 
de 0.5 segundos sexagésimales se détecta un error grosero cuando 
una observaciôn esta en un error de unos 3-4 segundos. Para una 
red trilaterada con una precisiôn de 2ppm, se détecta un error 
grosero cuando esta en el orden de unas 20-25 ppm. En cambio para 
redes de segundo orden con control dadas por la de primero el 
método de trilateraciôn oferta precisiones y fiabilidades compa- 
radas a la triangulaciôn.
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La varianza de una observaciôn antes del ajuste viene dada 
por la varianza después del ajuste por y la va­
rianza del residual i-ésimo es Luego
s2(t - v)/s2)t) . (Q.. - . 1 - -
» (0<q^<l)
Para una observaciôn bien controlada 0.6 <q^<0.9
Para una observaciôn débilmente controlada q^>0.9
Para una observaciôn muy bien controlada q^<0.6
Para observaciones incorreladas, es decir P y por tanto Q 
son matrices diagonales, los parâmetros que definen la fiabili­
dad externa e interna vienen dados por las sencillas expresio­
nes (G.L.Strang van Hess, 1984)
^x = j q ^ ÿ T l  - q^) V  w
^t = ^ 1/(1 - Qi) ^ w
Vamos a continuaciôn a tratar el problema de detecciôn de 
errores groseros como una aplicaciôn de la hipôtesis lineal ge­
neral descrita en el apéndice 3, dândose dos ejemplos concre- 
tos de aplicaciôn de la teorîa desarrollada.
El modelo descrito en el apartado 4.2, dado por
A)c^ - 2 * Y. N(2.s^Q)
supone dos hipôtesis de especial importancia:
a.- La media del vector v es 2- decir, no existen sistematis­
mos en el modelo.
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2 2ciones es s^Q, y s^ es la varianza de peso unidad del ajuste.
Estas dos hipôtesis son muy restrictives, en general mucho 
mâs que la normalidad para el vector v o el vector debido a 
las leyes de los grandes numéros que nos indican que para grandes 
muestras el vector 2 asintoticamente normal, aun con la pre­
sencia de errores groseros (Arnold, S.F., 1981). En redes geodési- 
cas la presencia de errores sistematicos es muy corriente y pueden 
muchas veces pasar desapercibidos si los programas de compensaciôn 
y tratamiento estadistico de redes no son lo suficientemente com­
plètes, o bien, si las redes en cuestiôn no verifican requisites 
de control y fiabilidad, en cuanto a estar controladas por redes 
de orden superior y a que su diseno sea adecuado. Estos errores 
sistematicos son debidos esencialmente a la falta o mala cali- 
braciôn de los instrumentes de medida, a la refracciôn atmosferi­
ca, que en ocasiones es totalmente incontrôlable, con variaciones 
significativas en plazos de tiempo muy breves, al campo gravita- 
torio terrestre, respecto del cual se hacen todas las observacio­
nes geodésicas, y que usualmente, al menos en planimetrxa es des- 
preciado, reducciôn inadecuada de las observaciones al elipsoide 
de referencia, control de orden superior de mala calidad para re­
des de orden inferior, etc. El tratamiento matemâtico de estos 
posibles sistematismos solamente puede efectuarse con la adiciôn 
de nuevas incôgnitas al problema considerado, y el posterior es- 
tudio mediante los tests estadisticos oportunos de la posible 
significaciôn de dichas incônitas.
Supondremos que se verifican las especificaciones a y b, es 
decir, va/N(2,s^Q), y la varianza s^ es una cantidad conocida a 
priori. Entonces,
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X » (A'^PA)“^A‘^Pt , P » Q"^
€ » Ax = A(A'^PA)“ A^'^ Pt 
v « t - A x - ( I  - A(A'^PA)” A^'^ P)t,
y puesto que 2 “^ N( Ajc ,s^Q) ,
X ~ N(x ,s^(a‘^PA)"^)
€ -u n (a x ,s^a (a '^p a )”^a'^)— — o
V -V N(0,s^(Q - A( a'^PA)“^a'^) .
“ T
Bajo estas hipôtesis el estadistico R ■ £ Pv tiene una dis­
tribuciôn central (Apéndice 3), y por tanto,
R/s^(m-n)'^ m-n^ (m-n) ,
con,
E(B/s^(m-n)) - E ( ( m - n ) ) - 1,
es decir, s^ * R/(m-n) es una estimaciôn insesgada de la varianza 
a priori de peso unidad s^ (E(s^) ■ s^).
Supongamos que para nuestro modelo la hipôtesis s^ - s^ 
no se verifica a un nivel de confianza (1-=(), es decir, (Aparta­
do 4.4),
^o^^o  ^^(m-n,** ),(1-"^ ).
Ante esta posible eventualidad vamos a considerar el modelo 
ampliado con incôgnitas adicionales y consideremos la hipôtesis 
formulada por
E(t) - (A C ) I  ~ \  , con las restricciones (0 1)/ 1 * 0
LI [l I
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siendo C una matriz (m,b) e un vector (b,l) de incôgnitas adi­
cionales. La hipôtesis indica que el modelo Ajc - _t “ Y. ®s vâli­
do, y que no es necesario introducir incôgnitas suplementarias a 
nuestro problema. La hipôtesis alternative puede escribirse,
E(t) = (A C)
\ L
Sea A el vector de multiplicadores de Lagrange asociado al 
problema con restricciones (Apéndice 3). Entonces se tiene que 
la diferencia entre las cantidades y R^, es decir, la suma de 
los cuadrados de los residuales ponderados bajo la hipôtesis nula 
y la hipôtesis alternative H^, viene dada por (Teunissen, J.A. 
1985)
Ro - Ra * Q“  ^Â  - Il Â||2 ,
siendo,
.A = c"^ (P - PA(A'^PA)~^A'^P)t
Q. . . c"^ (P - PA(a'^PA)~^a'^ P)C.
A A
« . 2
Bajo la hipôtesis nula la cantidad(R - R,)/s tiene una




E((R^ - R^)/s^b / H^) - 1,
mientras que bajo la hipôtesis alternative, H^, la misma cantidad 




y desde luego (Apéndice 3),
E({R^ - R^)/s^b / H^) » 1 + A /b.
Consideremos por tanto un valor del nivel de confianza 1 - ,
el valor critico correspondiente para la distribuciôn ^  ^
es c , entonces,
- - 2
Se acepta si (R^ - < c
* * 2
Se rechaza si (R^ - R^)/s^b > c.
En estas consideraciones se ha supuesto el factor de varianza 
a priori s^ conocido, esto puede no ser cierto, es decir, no se
tiene una informaciôn a priori realista de la bondad de las obser-
- - 2 2
vaciones. En este caso la cantidad - R^)/s^b, siendo s^ la
estimaciôn de la varianza de peso unidad s^, se distribuye segûn
una Fjj g central bajo la hipôtesis nula, y no central bajo la
hipôtesis alternative, con f el numéro de grados de libertad del
ajuste.
Consideremos b » 1, entonces la matriz C se reduce a un vecé 
tor ç, y si se toma el vector ç - « (0,..!^1,...0), se tiene
que cuando la matriz de pesos es diagonal, como sucede normalmen­
te en las aplicaciones geodésicas,
" ' ^i/®v. ' -•''i'-
es decir, el residual tipificado i-ésimo, y la distribuciôn de 
estas cantidades es una j • *®^o es, N(0,1) bajo la hipôtesis
nula. Haciendo variar 1=1,...,m, se tiene el clasico procedimiento
de "data-snooping" para control de errores groseros en las obser­
vaciones.
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Vamos a aplicar esta teorîa al caso de una red de nivelaciôn 
astrogeodésica en donde se manejan datos procédantes de dos fuen- 
tes de informaciôn distintas, componentes de desviaciôn de la 
vertical determinadas a partir de un DATUM geodésico local, y di­
ferencias de ondulaciôn del geoide calculadas a partir de obser­
vaciones espaciales y convenientemente transformadas al sistema 
geodésico local. Si suponemos gran precisiôn a estas observacio­
nes espaciales (por ejemplo, realizadas con interferometrîa de 
corta base (Apéndice 2)),se puede intenter chequear posibles sis­
tematismos propios de las observaciones astronômicas de determi­
naciôn de longitud, en la componente ^ de la desviaciôn de la 
vertical.
Para dos puntos dato en desviaciôn de la vertical, la
diferencia de ondulaciôn del geoide viene dada por,
. , ■ . . ■ 1 ^ . . . . . . .
J ^ O 9
"ij
y por tanto,
N j  -  N.  - 9» i S . j /2 -  ÿ^ &.3^ ./2 *  ( 9 ^  j ° ^ ^ ® i j ^ ^
indicando por Q los valores observados para la desviaciôn de la 
vertical por métodos astrogeodésicos, y por ^ ^ los posibles sis­
tematismos propios de la observaciôn astronômica, dados por,
7 0 -^  « V A  ^cosi*^, V » j » VAjCos f  j ,
siempre que supongamos que afectan a la longitud astronômica, cosa 
totalmente coherente con la realidad.
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Por otra parte, también tenemos observaciones espaciales de 
diferencia de ondulaciôn del geoide, que se suponen libres de 
sistematismos, al menos despreciables, frente a los anteriores. 
Estas observaciones pueden escribirse para dos puntos P^ y P^ 
entre los que se baya hecho una de estas observaciones,
“q - \  - ■‘ V -
El planteamiento original del problema serfa,
A)C - t » V, 2 N(2,s^Q) ,
donde el vector de incôgnitas unicamente tendria ondulaciones 
del geoide. Si se introducen las'incôgnitas adicionales que con- 
templan posibles sistematismos en la longitud astronômica, se 
tendria.
Ax + Cx -
y para cheqear la significaciôn de las incôgnitas s® puede uti­
lizer la hipôtesis dada por.
^n^ “ 2.
siendo la matriz identidad (n,n) para n ondulaciones del geoi­
de incôgnitas.
Sea
R - v'^ Pv y R. - vJp9o — — ^ A —c —c
y un nivel de confianza (l-o< ). Entonces si,
se acepta la hipôtesis En caso contrario, se acepta la hipo-
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tesis alternativa, es decir, la existencia de posibles sistematis­
mos en la componente y de la desviaciôn de la vertical.
Ahora bien, a pesar de que se acepte la hipôtesis lo que
équivale a que globalmente no hay sistematismos, es posible que 
algunas de las observaciones de las que forme parte alguna com­
ponente 2 del conjunto se vea afectada de algûn posible sistema- 
tismo, o equivalentemente, que existan errores groseros en las 
observaciones, lo que se puede chequear con el test de Baarda an­
tes descrito.
Esta situaciôn se présenta también cuando se quieren combi­
ner en un ajuste ûnico, observaciones realizadas respecto de sis- 
temas de referencia distintos. Supongamos que se quieren determi­
nar diferencias de ondulaciôn del geoide a partir de très fuentes 
diferentes y esencialmente distintas, por ejemplo con observacio­
nes astronômicas y geodésicas, espaciales y gravimétricas, y se 
quiere hacer una determinaciôn del geoide combinando dentro de un 
mismo marco las très clases de observaciones, referidas a priori 
a sistemas de referencia distintos. Para fines utilitarios los 
câlculos de geoide se suelen hacer en el sistema geodésico local 
o particular vigente en cada pais, que denominaremos , sea 
el sistema espacial y el sistema general que utiliza la gravi­
métrie. Ordinariamente se tiene informaciôn a priori sobre los
parâmetros que definen la transformaciôn de Helmert para ligar
los distintos sistemas, es decir, (Capitule 2),
S ---- ^ --- > s, Y -
 > Sq Y'- U^,ï^,z;,w-,W2.W3,dL-,d.',de-2j
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En el apéndice I se dan las formulas que definen la variaciôn 
de la ondulaciôn del geoide por un cambio de DATUM. Asî, si se co- 
nocen las diferencias de ondulaciôn del geoide entre los puntos 
P^, Pj de la red astrogeodésica, por métodos espaciales y gravimé- 
ticos, y si se conoce los parâmetrbs que definen los vectores % 
e y.', se pueden transformer estas diferencias de ondulaciôn al 
DATUM geodésico por
ANj(p..Pj) - ANp(p..p.) + f(Pi.Pj)y.
A n J(P. ,P.) - AN^(P. ,P.) + f
siendo el vector £(P^,P^) definido por (Apéndice 1)
C O S  Y ( P j ) c o s  % ( P j )  - c o s  Y ( P ^ ) c o s  Ï ( P ^ )
COS Y(Pj)sen %(Pj) - cos Y (P^)sen %(P^) 
senY(Pj) - s e n Y  (P^)
- e ^ R j ^ ( P j ) s e n  Y  ( P ^ ) c o s  Y  ( P j ) s e n  A  (P^) +  e^Rj^(P^)
seaY(P^)cosY (Pj^)sen A (p^) 
e^Rj^(Pj)sen Y(Pj)cos Y (Pj)cos A  (Pj) - e^Rj^(P^)
sen Y(P^)cos Y(P^)cos A(p^) 
Rl(Pj)(l-e^sen^Y (Pj) ) - Rj^(P^) (1-e^sen^ f  (P^) ) 
(Rj^(Pj) (1-e^sen^'f (P^))- Rj^(P^) (1-e^sen^ f  (P^) ) )/a
:-Rj^(Pj)sen^ Y (Pj) + Rj^(P^)sen^ Y )/a
Ahora bien, la informaciôn en cuanto a los parâmetros de 
transformaciôn dada en los vectores y. e , segùn su procedencia 
puede no ser fiable como para garantizar la bonded de la trans­
formaciôn. Se puede por tanto considérer un vector residual.siste- 
mâtico,
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^ ü * ( S' , 5" , <T J W3 , J dL , 0 , 0 )
J"y.'= ( S*x^ , <TY^ , Jz'^.^w'. 5’w', (Jw', (Tdu; 0, 0)
a determinar en el ajuste, escribiéndose las correspondlentes re- 
laciones de observaciôn,
N. - Ni - AnJ(P. ,P.) + f  (Pi,Pj) S z
N . - N. - A N^(P.,P.) + f  (Pi.Pj)
En los vectores ^ Z V  ^ se ban considerado residuales 
en a y  e^, puesto que los parâmetros que definen las dimensiones 
de los distintos elipsoides de referenda vienen dados a priori, 
y en cuanto a los utilizados por la geodesia especial y la gra- 
vimétrica determinados por calculos de caràcter global, son mu- 
cho mas fiables que los que a nivel local ( de pais ) puedan 
hacerse.
Por tanto el problème puede plantearse en la forma:
Ax B Jy * V ,  V  N(0,s^Q) , 
y la hipôtesis nula Hq a contraster definida por
siendo,
^■y - ( fy.: S'y.')
4.4.- Tests estadisticos de contraste de hipôtesis.
Lo expuesto anteriormente de detecciôn de errores groseros
tiene sentido cuando la varianza a priori de peso unidad coincide
2*2con la estimaciôn de la varianza de peso unidad, es decir, sgs^.
Asi podemos enunciar,
a.- Test de varianza de peso unidad.
El test de varianza de peso unidad se plantea en los siguien- 
tes términos: contraster la hipôtesis
«.= - ‘ l
A un nivel de significaciôn (l-o^) la hipôtesis es rechazada
S I
q . mâx(s2/s2,s2/s2) > F
1 "2
siendo f^el numéro de observaciones, fg el de incôgnitas y F la 
distribuciôn de Snedecor.
b .- Test de normalidad en la distribuciôn de los residuales.
Se puede utilizer el test para investigar la normalidad
de la distribuciôn de los residuales. La hipôtesis a contraster
es si los residuales tipificados v ./s. siguen une distribuciôn
i
N(0,1). La hipôtesis se acepta si la variable
2 P 2
X » 2. - mp. ) /mp.
i«l  ^  ^ ^
es menor que el valor de la d i s t r i b u c i ô n s i e n d o  
p el numéro de clases, n^ la frecuencia absolute de cada clase, 
m el numéro de observaciones y p^ la probabilidad teôrica de ca­
da clase.
Digamos finalmente que la no aceptaciôn de este test puede 
ser debida a dos causas principalmente, la primera que haya sis-
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tematismos en el ajuste o que haya errores groseros no localiza- 
dos en las observaciones, y segundo, que este test tiene un sen­
tido riguroso cuando los residuos son variables incorreladas y 
esto evidentemente no es cierto en la practice.
c .- Analisis de posibles sistematismos.
Con el fin de localizer posibles sistematismos en las obser­
vaciones es aconsejable utilizer el t-test en la forma siguiente; 
Sea w el valor medio de los residuos tipificados y s— la desvia- 
cion tipica de dicha media. Entonces la variable T ■ I w/s— I si- 
gue una distribuciôn t de Student con (m-1) grados de libertad 
para m observaciones (Sjoberg, L. 1981).
La hipôtesis a contraster es,
w * 0 (No existen sistematismos )
y se acepta si T < 1 -o L  12 ® nivel de significaciôn .
En el capitulo 7 se aplican estos tests a la determinaciôn 
del geoide en Portugal en el estudio estadistico de residuales, 
asi como en el capitulo 8 en donde se analiza la red de primer 
orden de triangulaciôn de Portugal.
- 69 -
4.5.- Estudio de la matriz de varianzas-covarianzas £ priori.
La asignaciôn de pesos a las observaciones es uno de los pro­
blèmes mas estudiados en geodesia geométrica, sobre todo en redes 
clâsicas de triangulaciôn y no se tienen aun soluciones definiti­
ves . Segûn hemos visto la precisiôn de las observaciones a priori 
se postula en la matriz de pesos a priori s^Q.
En el apartado 3.2 se ha estudiado el error de interpolaciôn 
de la fôrmula de Helmert que es acotado por
5’n < S rS" senl"/6 (4.5.1)
siendo
^  I d^B(x) ,
mâx ---5--- \ à s ^ / 2 ,  I -(P P ) (4.5.2)
xcl ds^  ^ J
con los puntos donde se conoce la desviaciôn de la vertical.
Segûn este resultado parece lôgico asignar los pesos inversamen-
te proporcionales al cuadrado de la distancia entre los puntos
dato (Veâse 4.5.1). Un estudio de extraordinario interés en este
tema y que ofrece resultados sobre la influencia de la matriz de
pesos en los resultados del ajuste es (Remmer.O. 1973).
Para la determinaciôn del geoide por el método de Helmert
se han estudiado varias asignaciones de pesos no observandose dis-
crepancias notables en los resultados.
Las elecciones de la matriz de pesos han sido
a.- Matriz de pesos igual a la matriz diagonal, es decir todas 
las observaciones con el mismo peso/ e incorreladas<
b .- La matriz de pesos es diagonal y los elementos de la diagonal 
principal son inversamente prporcionales a la distancia entre los 
puntos que definen la observaciôn.
c .- La matriz de pesos es diagonal y los elementos de la diago­
nal principal son inversamente proporcionales al cuadrado de la 
distancia entre los puntos que definen la observaciôn.
4.6.- Optimizaciôn de la determinaciôn del geoide por el método 
de Helmert.
Hasta aqui se ha abordado el problema de la determinaciôn 
del geoide utilizando la aproximaciôn lineal de Helmert. En este 
apartado se van a desarrollar las técnicas matemâticas y geodési- 
cas que permiten el diseno de una red astrogeodésica en base a dé­
finir un proyecto de geoide con precisiones determinadas a priori. 
El tema es de trascendental interés para paises como Espana que 
no tiene una estructura suficiente en cuanto a observaciones as- 
tronômicas para una correcta determinaciôn del geoide, puesto 
que un estudio de este tipo permite la comparaciôn de factores 
taies como el econômico, precisiôn, tiempos de realizaciôn, etc.
Este tema que ha sido tratado para redes de nivelaciôn y 
redes geodésicas en general, no ha sido utilizado para fines de 
determinaciôn astrogeodésica del geoide. Vamos a enfocar el pro­
blema desde dos puntos de vista diferentes, técnicas de simula- 
ciôn y segundo problema de diseno, aunque para fines practices 
ha demostrado mâs eficiencia el primero de estos métodos segûn 
(Boedecker,G. 1982).
El segundo problema de disefio para redes geodésicas se plante
a de la siguiente forma. Definida la matriz de configuraciôn A, 
esto es, definida la red de nivelaciôn astrogeodésica y dada la 
matriz cofactor de las ondulaciones del geoide, que supuesta 
s^ » 1, coincide con la matriz de varianzas-covarianzas de ondu­
laciones del geoide, determinar c6n que precisiôn se han de deter-
minar las componentes de la desviaciôn de la vertical para que 
se verifique
(a'^ PA)"^ - (a'^Q'^A)"^ - (4.6.1)
Recordemos que en la matriz Q se postulaban las precisiones 
de las observaciones en el modelo de Gauss-Markov. En este caso 
la matriz Q es incôgnita y se quiere determinar de tal forma que 
dada la matriz la ecuaciôn matricial (4.6.1) se verifique.
Supuesta una matriz Q diagonal, es decir, observaciones inco­
rreladas la ecuaciôn (4.6.1) se puede escribir en la forma
(a’© a'^ )£ . P^ (4.6.2)
siendo O el producto de Khatri-Rao (Rao,C.R. Mitra,S.K.,1971)
E - (Pl........ Pm)^
el vector de pesos de las observaciones y
Ex " (Pii ' "  - 'Pin.....Pni'---- 'Pnn^
la expansion vectorial de la matriz Q~^.
Llamemos (A % A ^ ) = B que sera una matriz (n^,m), habiendose 
dado algoritmos eficientes para su determinaciôn en (Schmitt,G. 
1979) y (Wimmer,H. 1981) y el problema (4.6.2) puede plantearse 
en la forma
B£ » £^, BcM(n^m), £tM(m,l), £^eM(n^,l) (4.6.3)
Si n^>m el problema (4.6.3) se aproxima con mînimos cuadra- 
dos, con las condiciones
p^ > 0 (pesos positivos)
Una vez determinados los pesos p^, i=l,...,m, las correspon-
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dientes desviaciones tipicas de las observaciones son 
Qi = 1/J Pi
dadas segûn el planteamiento del problema en metros. Recordando 
la expresiôn (3.2.5) se tiene, s ^  para la observaciôn i-
ésima y suponiendo que s^ = s - = s , tenemos,
s^^ = S^(cos^'f + l ) s ^ / ( 2  f l ) ^
y
s^ = s^j^(2/7)^/(cos^f + 1)S^ 
s = s^ jj 2 J~2 / s J c o s ^ ' f +  1) radianes
lo que permite calculer la precision con que se han de determinar 
las coordenadas astronômicas para que las observaciones tengan
una precisiôn definida a priori por (q^ ,^.....,q^).
Este planteamiento del problema de diseno que matematicamen- 
te es elegante y correcto, tiene una puesta en practice complica- 
da, puesto que no se reduce a un problema minimos cuadrados, debi- 
do a las condiciones tipo desigualdad (p^>0), sino a un problema 
de programacion lineal con aproximaciôn tipo mini-max. Por otra 
parte la matriz cofactor , en la que se postula la precisiôn 
en las ondulaciones del geoide, puede formularse con varias hipô­
tesis estocâsticas, segûn se considéré la naturaleza del problema 
a estudiar (Grafarend, E., Schaffrin, B.,1979). Autores de reco- 
nocido prestigio como V. Ash)tenazi, P. Vanicec)«, etc, han prefe- 
rido utilizar técnicas de simulaciôn que describimos a continua- 
ciôn. Las técnicas de simulaciôn se han utilizado en esta memoria 
para la determinaciôn de una estructura optima de la red de nivela 
ciôn astrogeodésica, y para la definiciôn de un proyecto de geoide 
para Espana a partir de redes idéales generadas por ordenador.
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A partir de los puntos dato en desviaciôn de la vertical se 
pueden définir distintas triangulaciones, es decir, disenos o 
configuraciones de la red, obteniendose disteintos valores de la 
matriz de configuraciôn A. Planteado asi el problema se trata de 
elegir una configuraciôn que sea optima en algûn sentido, como 
por ejemplo la minimizaciôn de ciertas funcionales que dependan 
exclusivamente de la matriz A y de la matriz de pesos a priori, 
esto es, de la matriz normal N » (A^PA).
La matriz cofactor de las incôgnitas depende unicamente 
de la matriz A y de las precisiones postuladas a priori por la 
matriz de pesos P » Q~^, pudiéndose determinar sin tener en cuen- 
ta los valores observados en los puntos dato. Dicho en otras pala­
bras, se puede conocer sin necesidad de hacer las observaciones 
la precisiôn de una red astrogeodésica definida por la matriz 
cofactor de las ondulaciones incôgnita a partir de la confi-
guraciôn de la red, es decir, de la situaciôn de los puntos en 
el terreno y de las uniones o seudoobservaciones entre dichos 
puntos, y de las precisiones a priori dadas a estas uniones por 
la matriz Q o P. Estas técnicas llamadas de simulaciôn han sido 
estudiadas por el autor para redes planas (Nünez-Garcia del Pozo, 
Alfonso, 1984).
La matriz cofactor es
■ (A^PA)”  ^m N~^ (N es la matriz normal)
y conocida para una configuraciôn (k), . Hay que determinar
criterios para poder decidir cuando una configuraciôn (j) con 
matriz cofactor  ^ es mejor que la configuraciôn (k). Existen 
varias soluciones en la literatura de diseno éptimo de experi-
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mentos, dependiendo de la funcional a minitnizar. Asi por ejemplo 
tenemos.
a.- Determinadas las matrices cofactor 6^^ y 0^^  ^ para dos con- 
figuraciones distintas (k) y (j), se puede elegir como mejor la 
configuraciôn que ofrezca menores elementos en la diagonal prin­
cipal de la matriz cofactor 0^^. Este procedimiento que puede 
ser vàlido en alguna ocasiôn, no es en general el mâs apropiado 
puesto que se pueden tener algunos elementos mayores, otros 
menores y la eleccion de la mejor configuraciôn es mâs complica- 
da y en ocasiones imposible.
b.- Otros criterios se basan en minimizar funcionales obtenidas
a partir de la matriz 0^^, tales como, su determinants, su traza, 
mâximo autovalor, condicionamiento de 0^^. Demos brevemente una 
justificaciôn del uso de estos criterios de optimizaciôn.
Consideremos un funcional de los parâmetros incôgnita jL. 
dada por ^ y sea su estimaciôn minimos cuadrados dada
y. - 1^1
Para la varianza de y se tiene
4  -
como la que define la configuraciôn de la red.
Aplicando a la expresiôn anterior la desigualdad de Rayleigh 
dada por _
\  c   c A
^ min - mâx
siendo A . y “A . . los autovalores mâximo y minimo de la ma- max minx
triz luego
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y desde luego para que s^ sea minimo se tiene que verificar que 
el mâximo autovalor de sea minimo.
Por otro lado podemos escribir
4  * 4 i \ x î -  - lihjhjif
siendo h. el autovector relative al autovalor A. de la matriz 
, H la matriz de autovectores y A  la matriz de autovalores 
diagonal de 0^^. De la ultima expresiôn se deduce utilizando las 
propiedades del producto escalar de vectores,
«y - ^ A . f V h ^ f  = ZA.COs2(f,h. )
Asi se puede interpreter la varianza s^ como la suma ponderada 
de unas ciertas cantidades con pesos los autovalores A Luego 
puesto que la funciôn coseno estâ comprendida entre 0 y 1
y para que la varianza de la cantidad y sea minima interesa que 
la traza de la matriz Q^^dada por la suma de sus autovalores 
sea minima, es decir
£ a traza(Q^^) = minimo.
La demostraciôn de la minimizaciôn del déterminante y el 
condicionamiento de la matriz se puede hacer de forma si­
milar y aqui no lo vamos a hacer (Nünez-Garcia del Pozo, Alfonso 
y Bada de Cominges, Belén, 1985).
c.- Consideremos las matrices cofactor y Q^x^ correspon-
dientes a las configuraciones (j) y i k )  respectivamente, enton-
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ces si para cualquier vector v^ se verifica que
la configuraciôn (j) es mejor en el sentido de Baarda que la (k) 
y ademâs los autovalores de la matriz  ^ son menores
que la unidad. Por tanto el problema de optimizaciôn de redes 
geodésicas, fundamental en todos los ôrdenes, se reduce al es­
tudio de los autovalores de la matriz 0^^.
4.7.- Problemas de control.
Uno de los problemas clàsicos en redes geodésicas es el 
control de estas, con el fin de que la propagaciôn de errores 
no llegue a producir grandes alteraciones en los resultados de 
la compensaciôn. Pongamos unos ejemplos de orden geodésico para 
demostrar la importancia de este tema. Las redes de primer orden 
observadas con triangulaciôn son localmente muy précisas, asi 
entre vertices separados 30-40 kms se puede hablar de precisiones 
relatives de unos 4-6 cms. Ahora bien, si no se tiene un buen 
control en escala y orientaciôn con medida de distancias y acimu- 
tes astronômicos o con métodos espaciales esta precisiôn local 
se pierde para grandes redes, llegandose a los extremos con e- 
rrores de metros. En cuanto a redes de orden inferior, segundo, 
tercer y cuarto orden, el control se define a base de puntos 
fijos de primer orden para las redes de segundo orden, primer 
y segundo orden para las de tercero, y de primero, segundo y 
tercer orden para los de cuarto. Supongamos que no existe control 
de primer orden ni de segundo orden para una red de tercer orden, 
caso insôlito en geodesia, pero que se estâ dando en la actuali- 
dad en nuestro pais, en donde se estâ haciendo tercer orden en
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determinadas zonas sin el control de ordenes superiores, lo 
que puede llevar a errores de muchos metros en la determinaciôn 
de las coordenadas de los puntos, puesto que el tercer orden se 
hace a base exclusivamente de triangulaciôn y el error angular 
de una direcciôn es de unos 10 segundos centésimales, asi que 
al pasar 20 triângulos sin control se llega a errores en orien­
taciôn de unos 2 minutes, cantidad nada despreciable. En escala 
el error se propaga en la misma cantidad siendo los resultados 
de esta nueva técnica de observaciôn totalmente desastrosos.
En el caso de la determinaciôn astrogeodésica del geoide 
se suele conocer o suponer conocida la ondulaciôn del geoide en 
uno de los puntos de la red, lo que sirve para determinar la es­
cala del modelo. Ahora bien, a medida que nos separemos del pun- 
to fundamental los errores se van acumulando en base a la ley 
de propagaciôn de varianzas-covarianzas, pudiendo llegar a ser 
para zonas grandes importantes a nivel global. Matematicamente 
la falta de control en una red geodésica se traduce en un mal 
condicionamiento de la matriz normal N, esto es, su déterminante 
es una cantidad prôxima a cero, o bien, su numéro de condiciôn 
dado por
s  ■
es muy grande, lo que équivale a que los autovalores de la matri: 
N mas pequenos sah prôximos a cero.
Consideremos el sistema normal
Nx » n (4.7.1)
y sea £ una pequena perturbaciôn en el vector de observaciones, 
lo que se traduce en una perturbaciôn en el vector n » A^p£,
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Sea £  la perturbaciôn A^P^, y consideremos el sistema normal 
perturbado
N(x + w) = n + £  (4.7.2)
Suponiendo N no singular, los sistemas (4.7.1) y (4.7.2) 
tienen soluciôn ûnica. Introduzcamos la notaciôn
^ X = (I w II / Il £ Il y = Il f  II / il n Ij
se demuestra sin dificultad que, (Voïerodine,V. 1980) que
=Cj^l5'nl
Ahora bien, puesto que c^ en el caso de mal condicionamiento 
de la matriz normal N es un numéro grande, puede darse que para 
una perturbaciôn pequena £ de Jt (vector de observaciones) se ten- 
ga una variaciôn grande en la soluciôn normal x^. Dicho en térmi­
nos geodésicos, una variaciôn pequena en la variaciôn de la ver­
tical puede tener una influencia no despreciable en la determina­
ciôn del geoide, sobre todo en los puntos alejados del punto o- 
rigen.
El control del geoide astrogeodésico se hace normalmente con 
datos de satélites. Supongamos que en una serie de puntos de la 
red astrogeodésica se han efectuado observaciones de satélites 
por técnicas Doppler, como es en el caso que nos ocupa. El resul­
tado de estas observaciones es un conjunto de coordenadas referi- 
das a un sistema de referenda tridimensional y geocéntrico dadas 
por (X,Y,Z,)^ . Segûn se hablô en el capitulo segundo conocidos 
los parâmetros de transformaciôn ôptimos que relacionan el sistema 
de referencia de satélites con el sistema de referencia geodésico 
local rspecto del cual se calculan las componentes de la desvia­
ciôn de la vertical, se puede pasar de las coordenadas cartesianas
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doppler a las referidas al sistema geodésico,
T
(X,y,z, -------> (x ,y ,z )q
mediante una transformaciôn T que es la composiciôn de una tras- 
laciôn (X^,Y^,Z^), un cambio de escala y una rotaciôn ( g ^ ,
, Eg). Determinadas las correspondientes coordenadas (X ,Y ,Z )^  
transformadas, se pueden calculer las coordenadas geodésicas 
( Y, A ,h)g y conocida la cota ortométrica H de los puntos en cu- 
estiôn, la ondulaciôn del geoide obtenida por técnicas espaciales 
y convenientemente transformada al sistema geodésico es
N - H q - H  (4.7.3)
Por tanto se tiene la ondulaciôn del geoide respecto al sis­
tema de referencia geodésico de una serie de puntos de la red
.....Np con una precisiôn de + 1 métro a + 5 metros (apéndice
2), dependiendo de la precisiôn en la determinaciôn de la cota 
ortométrica H y del tipo de reducciôn y câlculo de las coordenac; 
doppler, efemérides transmitidas, précisas, arco corto, trasloca- 
ciôn, etc. Aqui supondremos que la cota ortométrica H lia sido de- 
terminada por nivelaciôn de precisiôn y que las observaciones do­
ppler han sido calculadas por punto aislado y reducidas con efe­
mérides précisas, lo que puede garantizar una precisiôn de 1 me­
tro en la ondulaciôn del geoide obtenida por satélites.
Localmente da mâs precisiôn la determinaciôn del geoide a 
partir de datos de desviaciôn de la vertical (del orden de 0.10 
a 0.20 metros) y por tanto el espaciamiento de los puntos de 
control doppler debe ser lo suficiente para que el modelo sea 
consistante con la realidad fisica del problema. Normalmente, la 
distancia entre puntos de control para redes astrogeodésicas lo
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suficientemente àensas (puntos dato en desviaciôn de la vertical 
cada 25 o 30 kms) no debe ser menor de 300 kms.
El control se puede efectuar de dos formas distintas, consi- 
derando fijos los puntos doppler, es decir, imponiendo condicio­
nes del tipo, valor de N en el punto k es Nj^ , o bien introduciendo 
observaciones, con un peso adecuado a la precisiôn supuesta a 
las coordenadas doppler, y en particular a las ondulaciones del 
geoide (4.7.3), de diferencias de ondulaciôn del geoide de la 
forma
N. - Nj = A N. . + V. .
siendo A N^^ la diferencia de ondulaciones entre los dos puntos 
de control. Desarrollemos la formalizaciôn matemâtica de estas 
dos formas de introducir el control doppler o de cualquier otra 
técnica espacial en el modelo astrogeodésico de Helmert.
Consideremos el modelo con ecuaciones de condiciôn que pue­
de formularse
A)ç^ - £ * y^'vN(0,s^Q)
T (4.7.4)
C X . ^
donde las condiciones se expresan por C x.  ^ El problema de
minimos cuadrados es encontrar ^ tal que minimice la forma cua-
drética ( A^ - £)*^ P(A3C^  - Jt ) , sujeto a las condiciones dadas por 
T
C X - t^ .
En el caso que nos ocupa de determinaciôn astrogeodésica 
del geoide es una matriz (p,n), para p puntos conocidos en 
ondulaciôn del geoide. Siguiendo el apéndice 3 en el que se estu- 
dian los modèles lineales, la soluciôn minimos cuadrados se obtie-
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ne via multiplicadores de Lagrange por 
a '^pa-T- -T / X \ /A^’pt
0 /
donde % es la soluciôn minimos cuadrados sujeta a C£ - ^  y A  
es el vector de multiplicadores de Lagrange.
Ahora bien el modelo (4.7.4) debe ser cheqeado, es decir, 
comprobar que las condiciones Cx » ^  sean compatibles con el 
modelo lineal Gauss-Markov Ax - £ « v. A este fin consideremos 
la hipôtesis lineal general en la forma,
H: Cx - t^
y se pretende determinar si dicha hipôtesis H se verifica a un 
cierto nivel de confianza (1-</), para lo cual sea el estadisti­
co F(H) definido por (Apéndice 3),
F(H) » (m-n)Ry/pR,
siendo
Rjj - (C& - ^)^(C(A^PA)‘^c'^)’^(Cx - ^ )
R - (Ax - t )^P(Ax - £) - Sq (m-n)
entonces el estadistico F(H) sigue una distribuciôn F de Snedecor 
con parâmetros p,(m-n), y parâmetro de no centralidad A dado por
A - (Cx - ^ ) ^ ( C ( a'^PA)-^c ‘^ )'^(Cx - ^ ) / 2 S g
Cuando la hipôtesis H se verifica, la distribuciôn de F(H) 
es central (parâmetro de no centralidad nulo), luego la hipôte­
sis a chequear es que el estadistico F(H) siga una distribuciôn
F.. , _ _ \ a un nivel de conf ianza ( l-«4 ). p ,lm-n)
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Otro procedimiento equivalents a este aunque estadisticamen- 
te menos riguroso es el siguiente. Se introducen los puntos con 
ondulaciones del geoide conocidas como puntos fijos y testear el 
valor de la estimaciôn de la varianza de peso unidad, a fin de 
determinar si con los puntos fijos se han introducido sistematis­
mos en el modelo. Esto es, si para un ajuste sin constrenimientos 
(un punto fijo para définir la escala del modelo), para una ma­
triz de varianzas-covarianzas a priori de las observaciones s^Q 
se verifica la hipôtesis H:s^ = s^, debe también verificarse 
para la misma s^Q a priori en el caso de introducir puntos fijos.
La segunda hipôtesis de trabajo que geodesicamente es mâs 
correcta, puesto que las anteriores suponen que las ondulaciones 
via satétites estân libres de errores, es considerar las diferen­
cias de ondulaciôn como relaciones de observaciôn con una cierta 
ponderaciôn de acuerdo a la consistencia que se dé a las observa­
ciones espaciales y testear si dichas observaciones producen erro­
res groseros segûn el apartado 4.3 y si la ponderaciôn dada es 
la adecuada.
En este trabajo se han probado ambas soluciones no dando 
resultados distintos significativos, quizâs debido a que Portu­
gal es un pais de pequenas dimensiones y el control por técnicas 
doppler a base de unicamente dos puntos, uno en el norte y otro 
en el sur no sea suficientemente condicionante o restrictive.
4.8.- Ajuste libre para la determinaciôn del geoide.
En una red astrogeodésica para la determinaciôn del geoide, 
asimilable teoricamente a una red de nivelaciôn, si no se intro­
ducen puntos fijos la matriz de configuraciôn tiene un defecto de
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rango igual a 1, que evidentemente se évita con el conocimiento 
de la ondulaciôn del geoide en un punto. En términos geodésicos 
esto se traduce en que si unicamente se conocen diferencias de 
ondulaciôn, no se pueden determinar a partir de estas diferencias 
ondulaciones del geoide.
Matematicamente este hecho es facilmente contrastable. Una 
red de nivelaciôn se puede asimilar a la discretizaciôn de una 
ecuaciôn diferenciable de primer grado, y esta tiene inifinitas 
soluciones dependiendo del valor de la constante de integraciôn.
En este apartado vamos a tratar el problema de ajuste libre 
en la determinaciôn del geoide, suponiendo que la deficiencia de 
rango en la matriz de diseno A no procédé de una mala configura­
ciôn de la red astrogeodésica, sino de la ausencia de puntos fi­
jos que definan la escala del modelo.
Consideremos una red geodésica en general definida por el 
modelo de Gauss-Markov,
A x - t » v  (4.8.1)
donde A es una matriz (m,n), JL el vector de parâmetros a estimar 
(n,1), £ el vector de observaciones (m,1) y v el vector de co- 
rrecciones o residuos. El modelo (4.8.1) verifica ciertas pro- 
pieades estocâsticas postuladas en
v-vN(Q,s^Q), t "vN(Ax,s^Q) (4.8.2)
siendo Q una matriz definida positiva (m,m) y s^ el factor de 
varianza a priori.
Sea r-rango(A), con r<n y r+s*n, entonces la matriz A tiene 
un defecto de rango igual a s , es decir, s de sus columnas son 
combinaciôn lineal de las restantes, y por tanto el nûcleo de
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A, Ker(A) es un espacio vectorial de dimension s.
En estas condiciones el método de minimos cuadrados que 
exige la minimizaciôn de la forma cuadrâtica (Ajç^ - £)^P(A)ç - £) 
con P = Q” ,^ la matriz de pesos, nos lleva al sistema normal
(A*^ PA)x * A*^ Pt
Nx . n, N - (a '^ PA), n = A'^ Pt
(4.8.3)
siendo N la matriz normal.
Sila matriz A tiene un defecto de rango igual a s, también 
lo tiene la matriz normal N, puesto que P por hipôtesis es defi­
nida positiva.
Siguiendo el apéndice 3 la ecuaciôn lineal (4.8.3) tiene 
infinités soluciones minimos cuadrados, dependiendo de la g-in- 
versa H de N elegida. Las infinitas soluciones minimos cuadrados 
son
X = N"n + (I - N"N)z (4.8.4)
siendo £ un vector arbitrario. Cuando la matriz N es de rango 
complète (I - N~N) = (I - N~^N) » 0, y la soluciôn minimos cua­
drados es ûnica y dada por £ * N~^£.
La matriz (I - N~N) es simétrica puesto que N lo és e idem- 
potente, pues
(I - N"N)(I - N"N) - I - N'N - N~N + N'NN'N =
» I - 2N"N + N“N » (I - N’N)
para cualquier g-inversa N~ para la que se verifica NN~N * N.
La ecuaciôn (4.8.4) se puede también escribir como
— * *m£ + (^  " A^A)£
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(a'^p a )~a’^p - n 'a'^p
A A - N'a'^ PA * N N
Sea G una g-inversa arbitraria de N, es decir, NGN » N y 
sea ^  la soluciôn de (4.8.3) para dictia g-inversa
5 ■ Gn « GA^Pt ■ At, con A_ * GA^P-K3 — — tn— m
La elecciôn de G es arbitraria, pudiendo ser en particular 
la matriz seudoinversa N***, pero de momento no es necesario carac- 
terizar la matriz G para los razonamientos que siguen a continua- 
ciôn. Mâs adelante para el caso de redes geodésicas la matriz G 
puede caracterizarse por N"*" de forma natural, debido al conoci­
miento de constrenimientos por la propia geometria de la red.
La estimaciôn no es centrada y por tanto ^  no es un es- 
timador de x^, puesto que
E(x^) - GA'^PE(t) -= Ga'^ PAx - GNx = Hx 
con H = GN que es una matriz idempotente, pues
HH = GNGN « GN - H,
luego el sesgo de la estimaciôn es Hjc_, y ^  es un estimador de 
H£, peroc no de jc^.
La matriz de varianzas-covarianzas de la estimaciôn ^  es
var(^) « GNG^S^ ■ GNGs^ , pues G^ - G
Ahora bien, y esto es fundamental, las estimaciones €, v, s^ 
dadas por
V « A ^  “ i. ■ A^, s^ » v^Pv/ ( m-rango ( A ) ) 
son centradas.
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E(v) = AE(x^) - E(£) = AGNx - Ax^  » Ax^  - Ax^  = 0 = E(\^ )
pues AGN = A, para cualquier g-inversa G de N.
E(€) = AE(x^) = AGNx = Ax = E(t)
y finalmente segûn se ha demostrado en el apéndice 3 de estimaciôn 
en modelos lineales
Por tanto v, s^ son estimadores de £ y s^, luego no de- 
penden de la elecciôn de la g-inversa G ni de la soluciôn x^. ES-
te hecho es fudamental en aplicaciones geodésicas, puesto que el
tratamiento de redes libres permite la determinaciôn de la calidad 
de las observaciones sin ningûn tipo de constrenimientos a priori, 
generalmente dados por puntos fijos, que pueden perturber la com­
pensaciôn y enmascarar la precisiôn intrinseca de esta.
De la misma forma las cantidades Ax^, N ^ , Hx^ son también 
estimadores de Ax, Nx, Hx^ , pues
Ax 
Nx
= GNx = Hx
y se deduce que las cantidades ,N ^ ,H ^  son invariantes respec­
to de G y de x^, es decir no dependen de la elecciôn de la g-in- 
vesa G y tampoco de la soluciôn minimos cuadrados
Consideremos por lo tanto la soluciôn particular minimos cua­
drados y minima norma que segûn sabemos es ûnica (apéndice 3),
x'*' = N'*'n » N'^ A'^ Pt = A'*’t, con A*^ = N'^ a'^ P 
En este caso la matriz H = N'*’N = A'^'A es idempotente y simé-
E(A^) = AE(^) = AGNx :—G
E(N^) » NE(^) = NGNx >—G
E(Hx^) - HE(^) = GNGNx
y A"'’ax‘*' es un estimador de A +Ax.
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En geodesia se denomina al operados matricial H que transfo: 
ma cantidades no estimables en cantidades estimables S-transfor- 
maciôn en el sentido de Baarda. Ahora bien para cualquier g-in­
versa a” de A, se tiene
A‘*‘Ax^ « A'Ax
LLamemos a la matriz A^A por S, que es una matriz (n,n) de 
rango r, siendo r = rango(A), y
Sx"^  » A'^ AA'^ t - A'^ t » x^ (4.8.6)
puesto que h * k h * - A"*”, luego E (Sx^) » E(x^), es decir, el vector 
es un estimador de Sjç^, y se le denomina normalmente vector de 
coordenadas intrînsecas de la red.
La matriz de varianzas-covarianzas de la estimaciôn x^ es
var(x^) « N'^ NN'^ s^ - N'^ s^ (4.8.7)
y la varianza de Sjc"*" ha de coincidir necesariamente con la de
var(Sx*) - SN'*'NN'*'s^  - N'^ NN'*’NN'''s^ - N"*'s^  -
« var(jç^)
Se ha elegido como soluciôn particular de (4.8.3) y ûnica 
, soluciôn minimos cuadrados y minima norma, via la matriz 
seudoinversa N"*" o A'*', obteniendose que dicha soluciôn es un esti­
mador de Sx, con S » A'*'A « N'*'N, y s^ N"*" es la matriz varianzas-co­
varianzas de la estimaciôn. Ahora bien A^ - n'*'a'^ P, luego 
T
a‘’qa'*' - n'*’a'^pqpan ‘^ « N'^ NN'^  - N'*'
var(x^) « s^ N"^  - s A^'^ QA'^
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En termines geodésicos una red libre es un conjunto de puntos 
entre los que se han realizado unas observaciones que no estân li- 
gadas a ningûn sistema de referencia. Asi por ejemplo, considere­
mos una red bidimensional plana, el sistema de referencia queda 
definido por las coordenadas de al menos un punto de la red, la 
orientaciôn y la distancia entre dos de sus puntos. En el método 
de variaciôn de coordenadas esto se consigue fijando un punto de 
la red, es decir, dando coordendadas definitivas a dicho punto, 
con un acimut que define la orientaciôn y una distancia que de­
fine la escala. Vamos a dar a continuaciôn el caso de la nivela­
ciôn astrogeodésica para la determinaciôn del geoide que es como 
hemos dicho anteriormente asimilable a una red de nivelaciôn.
Consideremos una red de nivelaciôn astrogeodésica en donde 
no se toma ningûn punto fijo en ondulaciôn del geoide, por tanto 
la escala del modelo se desconoce. El defecto de rango de la 
matriz A es igual a 1, rango(A) « n - s = n - l ,  para s = 1.
Todas las infinitas soluciones minimos cuadrados de (4.8.3) 
estân relacionadas mediante una transformaciôn del tipo
±2  ~ h  "
siendo k un escalar y L = (1.....1 )^ .
Ahora bien, el conjunto de soluciones minimos cuadrados es 
de la forma
X - N*n + (I - N"N)z = A„t + (I - A A)z — — — m— m —
para £ un vector arbitrario. Luego
«2 - «1 - (I - N'N)(z^ - z )^ 
e igualando ambas cantidades se obtiene
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(I - N'N){£2 £j^ ) = (I - N'N)h - L^ )t
para un vector (n,l) h.
Ahora bien (I - N'N) = (I - a'A) es un espacio vectorial de 
dimension s ■ 1, que coincide con Ker(A) » Ker(N) y por tanto e: 
vector L es una base de dicho espacio, o equivalentemente, el 
vector L linealmente independiente con respecto a las columnas 
de A o N. Consideremos la matriz
r ........
l(l'^l)'^ l'^ - --
”   1 /
luego el vector L es una base para el espacio vectorial formado 
por las columnas de LL'*' , y el espacio vectorial formado o genera- 
do por las columnas de (I - N'N) es el mismo que el generado por 
las columnas de LL'*'. por tanto se obtiene el mismo resultado al 
aplicar a un vector la transformaciôn (I - S) » (I - N N ) que 
al aplicar LL**", es decir
(I - S)£= LL~*'z, para todo z (n,l)
(I - S) LL I - LL
Se concluye que para una red de nivelaciôn astrogeodésica 
libre la matriz S de Baarda viene dada por
 ^(n-l)/n -l/n ........  -l/n '
\ -l/n -l/n ln-1)/n /
Para cualquier soluciôn minimos cuadrados ^  se tiene 
S&s -
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Vamos a continuacion a encorltrar el constrenimiento minimal 
para una red libre de nivelacion astrogeodésica. Se tiene que
= ( I - W ^ ) ^  = X Q - W u ^  = x
y multiplicande por L ,
-> l '^x '^ = l'^x^ - = 0
puesto que





y es licite buscar la seluciôn minimes cuadrades y minima nerma 
desde el preblema de minimizar la ferma cuadrâtica - Ax^ )^ P 
- Ax^, sujete a la restricciôn L^x = 0. El métede de multi- 
plicaderes de Lagrange da la seluciôn del sistema normal per
a ’^ PAx '*' + Lk = A^Pt
L?x+
e en ferma matricial
A^PA L A^Pt
0 / ( k  i 0
siende la matriz 
A^PA L
0
ne singular y per le tante invertible per métedes clâsicos,
NN N ■ N
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A PA
verificandose
N k = 2
L^N . 0 
NL * 0^
Digamos finalmente que el enfoque de tratmiento de redes 
libres a partir de conjuntos de constrenimientos minimales ha 
side desarrollado y puesto en pràctica en la Universidad Complu- 
tense de Madrid por el Institute de Astrenemîa y Geedesia, y 
per el auter de esta memeria en el I.G.N, para tratamiente de 
defermacienes de la certeza terrestre per métedes geedésices.
— 92 —
ÆAPITIILO ^
Kétodos de aproximaclon polinomlca.
5,1.- Deacrlpclop del método.
Un método sencillo presentado por P. Yaniceck y C.L.
Kerry (1975) para el esudio local del geoide se basa en el 
ajuste de un polinomio a los datos disponibles en ondulacion 
del geoide y desviaciôn de la vertical, que minimi ce una cier- 
ta funcional (método de los minimos cuadrados), Criginalmente 
el método se propuso para datos homogeneos (componentes de 
la desviacion de la vertical), aqu£ vamos a hacer una ampli a 
diseusion sobre la aplicacion de este método a datos heter6 <
géneos (ondulaciones del geoide y componentes de la desviacion 
de la vertical). La idea inicial dada por Yaniceck y Merry 
era introducir la escala, es decir la ondulacion del geoide 
en un punto como ecuaciôn de condicion a fin de determiner 
el termine independiente del polinomio a ajuster. Se disouti­
ré mas adelante esta forma de introducir la escala y daremos 
en funcion de los datos disponibles otras posibilidedes,
Este método tiene inconvenientes aunqua présenta tam- 
bién grandes ventajas debidas a su sencillez en el tratamien- 
to de los datos, su rapidez de computo y sobre todo la posi- 
bilidad de calculer la ondulacion del geoide en cualquier 
punto de la zona tratada puesto eue la representacion es e- 
nalftica. Entre les inconvenientes se pueden distinguir los 
siguientes: la eleccion del grade del polinomio a ajuster, 
es decir, la eleccion del polinomio optimo, la resolucicn 
del sistema de ecuaciones normales pue de presenter problemss 
de mal condicionamiento de la matriz normal o de 3ram del
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ajuste, y por ultimo digamos que al crecer el grado del po­
linomio pueden surgir inestabilidades de tipo numérico.
1.- Kodelo para datos homogeneos.
Ses una cierta region T en donde se han efectuado obser-
vaciones astronomieas de latitud y longitud y se tienen por
tanto determinadas las componentes de la desviacion de la
vertical en una serie de puntos K=1,,., ,m, ( ^   ^ con
pesos a priori (w« ,w„ ),
'k
Introduzcamos sobre una métrica mediante el producto 
escalar
x,y = ^  *i yi x»y^I^ (5.1.1)
y la norma correspondiente 
m
= ZZ  X? W, x £R“ (5.1.2)
i=1  ^ ^
planteando el problema de la siguiente forma.
La ondulacion del geoide se représenta mediante un poli­
nomio de grado n en dos variables,
n
H(x,y) = P„(x,y) =  2   a., x^ y^ ( 5.1.3)
i,j=1
donde laa coordenadas (x,y) estan referidas a un sistema lo 
cal définido por
X = R ( i  -f o )
y = R COS ^ ( ) - )g)
siendo ( f^, A g) el origen de coordenadas que pue de tomarse 
por ejemplo el centro de mesas de los puntos dato y H es un
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radio terrestre medio de Is zona considerada.
Puesto que f ,  ^son cantidades de primer orden podemos 
escitir,
O E  O P n
- tag t (x,y) = - ( (x,y) = - —  (x,y) =  --(x,y)
Q  X 'd X
(5.1.4)
01: Q - p
- tag p (x,y) = - 9 (x,y) = - —  (x,y) = -— (x,y)
t t O  y O  y
y se quieren determiner los coeficientes del polinomio 
a^^,i=1,...,n, j = 1,...,n de forma que la funcional cuadrâti­
ca ^
(®-oo*®1o*-- '®nn) =  ^  ^0”x” / ^
 ^2  ^ô 'ÿ ‘; I  * 11^* ô ' f  1  ^ *'
sea minima, lo que nos lleva tras un sencillo calculo al sis­
tema de ecuaciones normales
sir/0
= -( i < f , y ^ +  2 ^ 2 *  y  )
i, j = 1 ,  n  i +  j /  0. (5.1.5)
Ahore tien el coeficiente a^  ^ del polinomio P^ queda
indeterminado en las ecuaciones (5.1.5), determinandcse por 
une condicion tal como la ondulacion del geoide en un punto 
de T n
I:(x',y') - 5''^  = £ - 0 (5.1.6)
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lo que determine la escala del modèle.
Escribiendo las ecuaciones normales de la forma
N X = d, (5.1.7)
siendo N la matriz normal, x el vector de coeficientes in­
cognitas y d el vector de cantidades observadas. La solucion 
de mlnimos cuadrados es
X = R”'’ d (5.1.8)
ûnica siempre que, 2 m ^  (n+ 1)^-1, puesto que (n 4- 1)^
es el numéro de coeficientes a determiner y a^  ^se determine 
mediante una condicion.
La matriz de verianzas-covarianzas de las incognitas 
viene dada por
(5.1.9)
2siendo 0" ^  la verianza de peso unided del ajuste dada por
" 2 m - (n + 1)2 + 1
y es el polinomio estimado
A  - r  A  , .
^ij ^
con a^  ^la estimecion de mlnimos cuadrados de los coeficien­
tes del polinomio.
La matriz de vsrianzss-coverienzas de las observaciones 
dada por
= 1 1  '  '5.1.11)
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y la mstriz fie varienzas-covsrianzas fie los residiiales 
= Q -
con v^= residual de la i-ésima observacion,
Sea la matriz que tiene por element os
= 4 "  4 "
siendo k=(i-1 ) n 4- h; i,h=1,... ,n4-1 y j=1,...,m, es decir 
es uns matriz (n4-1)^ x m. La mstriz de varianzas-covarian- 
zas de las ondulaciones del geoide estimadas es
^  ^  (5.1.12)
puesto que la estimacion de las ondulaciones del geoide en 
los puntos dato es
N = (N(x.|,y.,),.... ,N(x^ ,yg^ )) = %  x (5.1.13)
Le la misma forma para les componentes de la desviacion 
de la vertical ^ se tienen resultsdos anélogos.
î = (? (x,,yp...... f (x^.yj) = X (5.1.14)
I = ( 2 (li.yi)......  ^ ° -9




I 1 0   n x^ '" y“
\ 1 0   n x“”‘' yS
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1 °
/ 0 1   n x° yÿ"''
Por tanto las respectivas matrices de varisnzas-ccva- 
rianzas de las estimaciones de las componentes f  y ^ de la
desviacion de la vertical.
= C_„
^  f  (5.1.15)
ZI modelo que se ha expuesto para estimer ondulaciones 
del geoide présenta la misma limitaciôn que el método clasi- 
co de Eelmert, puesto que ha de conocerse a priori la ondu­
lacion del geoide en un punto para la determinacion del coe­
ficiente a^ Q del polinomio de interpolacion que defina la 
escala del geoide, imponiendose esta como ecuacion de condi­
cion. Vamos a discutir en el siguiente apartédo el modelo de 
aproximeciôn polinomica de ondulaciones del geoide a partir 
de datos heter oqéneos , es decir, componentes de la desvia­
cion de la vertical y ondulaciones del geoide determinadas 
por métodos de satélites.
5.2.- Modelo tare datos heterogéneos .
En este apartado se va a suponer que los dato para la de­
terminacion del geoide no son unicamente componentes de la 
desviacion de la vertical ( f ,^ ), sino ondulaciones o dife- 
rencias de ondulacion del geoide, procédantes de observacio-
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nés espaciales Nj^.ANp y componentes de la desviacion de la ver­
tical y diferencias de ondulacion del geoide determinadas gravi- 
metricamente , ( t , ^  )g, 4:) N^.
Como ya se ha discutido anteriormente, las componentes de la 
desviacion de la vertical determinadas astrogeodesicamente, como 
diferencias de las coordenadas astronômicas y geodésicas,
n ^ = ( A - l )  COS Y
estân referidas a un sistema de referencia local ( el de la trian- 
gulaciôn ), y no coincide en general con los sistemas de referen­
d a  globales utilizados en geodesia espacial y gravimetria.
Por tanto, para utilizar esta informaciôn para fines de de­
terminacion de geoide local, lo primero que hay que hacer es re- 
ferir toda la informaciôn a un sistema de referencia ûnico, que 
para nuestros fines sera el sistema geodésico local. En el apén- 
dice 1 se dan las expresiones que permiten transformer las can­
tidades ( f , '2 ) , N, A n por un cambio de DATUM. En nuestro caso 
se supondrân conocidas las diferencias ^a y Te^, entre los valo- 
res que definen las dimensiones de los distintos elipsoides de 
referenda, puesto que asi ocurre en la practice.
Las fôrmulas que relacionan estas cantidades en funciôn de 
los parâmetros de transformaciôn ( ,dL) que re­
lacionan el sistema (1) y (2) son:
g (2)
» llH
2 (2) _ pd)
- &
-   ^^ * &
-  A N^^ ’ • ijii
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Los vectores , i « 1,2,3,4 vienen dados (Apéndice 1) por,
ll
l2
I  -sen 'i cos X  /  ( R^^+h )





-sen X /(Rg+h)cos^ 
cos X /(R^+h)cos ^
0
(Rj^  ( 1-e^ )+h )sen t cos X /  (R^+h )cos 'f 
(R^(l-e^ )+h)sen'f sen A / (R^+hlcos f 
-(R^+h)cos'f / (R^+h)
0
cos f COS X 
COS fsen A 
sen 'f
-e^Rj^sen 'f cos 'f sen X
e^R^sen'f cos'! cosÜ
( 1^ ( 1-e^sen^ 'f )+h )
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evaluadas en el punto de computo P, siendo y R2 los radios
de curvatura del elipsoide segun el meridiano y el paralelo.
Si la diferencia de ondulacion del geoide es entre los pun­
tos P y Q se tiene que.
/ cos 'f-COS X - COS 'foCOS ^
cos içjsen /'q - cos TpSen X ^
s e n i g -  sent q
-e^R^(Q)sen t^cos tgSen - e^R^^(P)sen ' pCOS -pt.cosf.
e^Rj^(Q)sen tgCOS'fgcos ) ^  - e^R^^(P)sen tpcos 4*p
R^(Q)(1-e^sen^^ q ) + - (R^(P )(1-e^sen^tp)+hp)
Asi, podemos escribir.
dNjj - ANg + f
f D -
l o -  2 9 * ^ 1 ^
siendo y el vector de parâmetros que relaciona el sistema (D) 
con (g).
De la misma forma,
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ilï'
siendo y' el vector de parâmetros que relaciona (G) y (g).
Enfocado asi el problema, existen dos posibles soluciones.
a.- Los vectores y e y' se conocen a priori mediante una trans- 
formaciôn tipo Helmert en puntos en donde se tenga informaciôn 
acerca de los sistemas (g), (D), (G),Segûn el capitule 2. se 
pueden determiner los parâmetros de transformaciôn entre estos 
sistemas de referencia, y las cantidades de interés para fines 
de determinaciôn de geoide pueden ser transformadas al sistema
(g),
T(y)
( f  , j  ) „ ,  Np, AN;, -------------------------- > I ? )g .  Û N ,
T(y-)
(f.jlg.ANg  > ( i, 2 )g.6N^.
El planteamiento ahora se efectua en los términos,
f D - ^g 2  I  i
i l  - 2g -  *ij*pyp
- *^ g - I
r  ANg 2:2; a. j(xjy^ - xjyj)  "
^ G - ' ^ g - Z ^  ^ij*P yp 
2 g - Z  ^ ^ij'pyp"'
A NG -^Ng - 2  - x^xg)
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Trabajando con esta hipctesis se supone que la transformaciôn 
de los sistemas (D) y (G) al (g), mediante los parâmetros conoci- 
dos y. e y' ofrece las suficientes garantias, como para dar por 
buenas las cantidades transformadas. El problema reside ahora 
en establecer un sistema de pesos adecuados y coherente con la 
precisiôn de las cantidades observadas, o determinadas a partir 
de otras observaciones efectuadas por métodos espaciales y gra- 
vimétricos, y evidentemente de la precisiôn con que se ha deter- 
minado la transformaciôn de sistemas de referencia. Segün el ca­
pitule 2 se puede escribir para cualquier cantidad transformada 
c'. de c.
c' . C e 
y por tanto,
siendo la matriz de varianzas-covarianzas de la transf orma­
ciôn . Por tanto, la varianza de la cantidad transformada es la 
suma de la varianza de dicha cantidad y la varianza obtenida 
en la transformaciôn. Este hecho es fundamental en Geodesia, y 
vamos a poner un ejemplo de la importancia que tiene la infraes- 
tructura geodésica a nivel nacional o continental para que las 
nuevas técnicas de observaciôn con sus grandes precisiones ( in- 
terferometria de corta y larga base y técnicas Laser a satéli­
tes) sean auténticamente operatives con el fin de garantizar la 
mejora de las redes clâsicas de triangulaciôn y nivelaciôn, asi 
como las redes astrogeodésicas y astrogravimétricas para deter­
minaciôn del geoide.
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b.- Supongamos ahora que los vectores y e y' de parâmetros de 
transformaciôn entre los sistemas (D), (G) y (g) se conocen a
priori, pero no se tiene la suficiente garantis como para dar
por buenas estas cantidades. Consideremos entonces los vectores 
residuales,
m ( g'wg, F dL)
Jy'- ( Fx^, S’y ,^ JZ ' , Jw', 5w', .Tw', JdL').
En este caso las ecuaciones anteriores se escriben en la 
forma,
2 D = 2 9 * -2 
"5 2r N, + IsTï.
*"5 i  ANg +
ŸG =  1g *
2 G 2, ^ il 
i “G - 4»g * îîiï'
y se quiere determiner los vectores y S’y' en el ajuste por 
minimes cuadrados.
Escribamos en forma matricial las ecuaciones del ajuste,
Ajç + B JY - ^ » y E (y) » 0 , cov(v) * s^Q.
donde A es la matriz de diseho del ajuste polinômico, y el vecto: 
de coeficientes del polinomio, a^^, i,j » 1 n, incôgnitas en
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el ajuste, B la matriz formada por los vectores , Y el vec­
tor de parâmetros residuales de transformaciôn Y = ( S*y; S’y' ) 
y y los residuos del ajuste.







Queda por preguntar, caso de utilizar esta aproximaciôn, si 
se verifies la hipôtesis H: ^Y ■ £, es decir, si el conocimiento 
a priori de los parâmetros de transformaciôn entre los distintos 
sistemas de referencia era lo suficientemente bueno.
Sea,
i
/ a '^pa a "^pb -1 ' A'^ Pt '
S






y consideremos el modelo lineal.
Ay + B 3Y - y m y E(y) » 0^, cov(y) » s^ Q,
y la hipôtesis H: T y -
Segün el apéndice 3 el estadistico.
F(H) 3"Y /cêl.
siendo c el numéro de parâmetros de transformaciôn que contiene 
el ajuste y f el numéro de grados de libertad del ajuste, sigue 
una distribuciôn  ^central bajo la hipôtesis nuls H.
No se han considerado ondulaciones del geoide via gravimétri­
es debido a que su precisiôn estâ muy debajo que la** de las
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otras cantidades aqui consideradas, debido sobre todo a que el 
cibrimiento gravimétrico de la tierra para las zonas médias al 
punto de câlculo, es decir, de 100 a 500 kms alrededor de dicho 
punto, no esté todavia lo suficientemente densificado como para 
obtener precisiones superiores a 1 métro en la determinaciôn de 
ondulaciones absolutas del geoide via gravimétrica. En cambio 
el método gravimétrico basado en la aplicaciôn de la fôrmula de 
Stokes con el cubrimiento gravimétrico actual y una densifica- 
ciôn razonable alrededor del punto de câlculo, es decir, zona 
prôxima, permite obtener precisiones centimétricas en la dife­
rencia de ondulaciôn de geoide entre puntos aiejados distancias 
inferiores a 50 kms. Un estudio interesante en este tema puede 
verse en Strang van Hees, G.L. 1982, " The Precision of the Geoic 
From Gravity Data", presentado en la reuniôn celebrada en Delft 
en la conmemoraciôn del 65 aniversario del profesor Baarda.
5.3.- Elecciôn del grado del polinomio de aproximaciôn.
Vamos en este apartado a aplicar la hipôtesis lineal gene­
ral para la determinaciôn del grado ôptimo del polinomio de a- 
proximaciôn. Supongamos que el polinomio de interpolaciôn tiene 
grado (n+1), entonces el numéro de coeficientes a determinar en 
el ajuste es (n+1)(n+1). El numéro de coeficientes a determinar 
ean el ajuste nuevos entre la elecciôn grado n y (n+1), es 2n+l.
Consideremos el modelo lineal.
Ay - y « y, E(y) ■ £, cov(y) * s^Q
siendo A la matriz (m,(n+1)(n+1)) de diseno del ajuste, y el 
vector ((n+1)(n+1),1) de coeficientes del polinomio a determinar.
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y el vector (m,l) de términos indèpendientes y y el vector (m.l) 
de residuos.
La hipôtesis H se puede plantear,
Ay - y  m y
i ■ 2,
es decir, los coeficientes nuevos al pasar del polinomio de gra­
do n a n+1 son cero.
La forma mâs cômoda de contraster la hipôtesis H para nues­
tro caso (Veése Capitulo 7), es considérer las cantidades,
Rç « (m - (n+1)^)
R ■ (m - n ) s^
siendo s^ ^^  ^ la varianza obtenida en el ajuste cuando se considéra 
polinomio de grado (n+1) y s^ la varianza del ajuste cuando se 
considéra el polinomio de grado n.
El estadistico (Véase Apéndice 3) definido por
F(H) . (R^ - R)/(2n +
sigue una distribuciôn F central con ((m-(n+l)^,2n+l) grados de 
libertad cuando se verifies la hipôtesis H, y si esto sucede a 
un nivel de confiante (l-o/ ), se puede considérer el grado ôptimo 
del polinomio igual a n.
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CfJITUL:
Predlccion ngnliEO cuedratica en la determinaciôn del geoide.
6.1.- Modèle matematlco.
En los ultimos arlos se ha desarrollado la teoria esta- 
distica del campo gravitatorio terrestre, introduciendose 
diverses hipôtesis sobre las carscteriticas aleatorias de 
las distintas funciones de interes geodésico(E. Moritz, 197C, 
1973, J. F. Kasper, 1971, E. Grafarend, 1976, 1971,1975, T. 
Krarup, 1969, S.L. Lauritzen, 1973, etc). Ahora tien el cam­
po gravitatorio en cuanto a su aspecto puremente fisico es 
determinista, esto es, por ejemplo la funcion gravedad g(x) 
no se le puede asignar una estructura de funcion aleatoria, 
puesto que en un punto x toma. el valor g(x) con probatilidad 
1. Aun introduciendo la variable tiempo en el campo gravita- 
torio, la funcion gravedad en un instante t dado y en un pun­
to x tome el valor g(x,t) con probabilidad 1. Por tanto su­
poner al campo gravitatorio terrestre, dentro de un marco de 
macroffsica y no de ffsica de particules, propiedades alea­
torias es un error conceptual importante.
No obstante las évaluaciones que se hacen de les funcio­
nes del campo terrestre con instrumentos de medida se pueden 
considérer comc funcionales lineales de la anomalia de la 
gravedad A g, L(Ag), y sobre este espacio de realizaciones 
expérimentales si tiene ssntido el suponer propiedades alea­
torias a sus elementes. puesto eue per ejemplo, la detemine- 
cion de la anomalie de la gravedad e partir de la medida de 
le gravedad con -ju'. rrsvimetro.
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L( A. g) = (g - Y) 4- f ( w ) = Ag(co),
siendo (g - Y ) la perte determinista y el error f (<^ ) sera 
una variable aleatoria perteneciente a un cierto espacio pro- 
babilfstico (A,^,P).
Considerando estos hechos vamos a introducir un proceso 
geussiano normal 9 y un espacio de funciones H con estructu­
ra de espacio de Eilbert al que pertenecen las funciones de 
interés del campo terrestre, I un conjunto de definicién de 
les funciones de H.
Sea f una funcion de H, f(x), xeT, el proceso ? asocia 
a la funcion f de E una variable aleatoria f (x, o) ), oo a JQ., 
perteneciente a un cierto espacio funcional de variables a- 
leatoriss normalmente distribuidas que supondremos es
,P) (espacio de variables aleatorias de cuedrado 
integrable). Por tanto podemos identificer el proceso ? como 
la realizecion experimental de la funcion f(x), x e T con al- 
gun aparato de medida.
§
H ------ + ,P)
f --------> 9 (f) = f(x,LJ ), xfe T, eue -Q.
La funcion aleatoria f(x,w) se puede descomponer en una par­
te determinista y otra aleatoria,
f (x,to ) = f (x) 4- A (x, W )
siendo f(x) el vslcr medio de la v.a. f(x,W)
Z ( f ( x , W  ) )  = E ( f “ ' c ü ) )  = f ^ ( e u )  ? ( d u j )
la
y per  ta n t o  A ( x , u j )  es une v . a .  de media cero.
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Le funcion de covsrisnza del proceso § vendra dada por
C^ g(x,y) = 2(f^ (oj )gy(£o )) =1 f^(w)gF(w) P(dAj)
la
con f,gé K y x,y € T.
En este trabajo se van a suponer ciertas hipôtesis con 
respecte a la funciôn de covarianza, o lo que es lo mismo, 
sobre el proceso ? que se supondra estacionario e isôtropo. 
El conjunto T se supondra un subconjunto del piano E^ , es 
decir, hipôtesis de tierra plana que para la determinaciôn 
local del geoide es muy apropiada, puesto que la distancia 
de correlaciôn es muy pequeha en comparaciôn con el radio te­
rrestre. Estes dos hipôtesis van a faciliter los calculos y 
les expresiones de las distintas funciones de covarianza.
Las componentes de la desviaciôn de la vertical ( ?,  ^) 
se pueden relacionar con la anomalia de la gravedad mediante 
operadcres lineales e intégrales denominados de Vening-Mei- 
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( 6 . 1 . 3 )
w , i r ;  ^
se sigue





( 6 . 1 . 4 )
3^  ^(x,y) + (x,y) = --2 C^^^^(x,y) (6.1.5)
Por tsnto les funciones de H, anomalia ce le gravedad, 
componentes de le desviacion de la vertical, ondulacion del 
geoide estan relacionadas mediante operadores lineales.
E. Jordan, 1972, demuestra que las funciones de covarian­
za  ^ y estan relacionadas por le ecuacion,
1
 ^ *>gAg'
siendo g^  un valor medio de la gravedad. (Cuando heblemos de 
funcion de coverianza de cualquier cantidad de interés geodé­
sico nos referimos a la covarianza de la medida 0 determina­
cion a partir de medidas expérimentales de le funcion en cu- 
estiôn).
Puesto que,
"3 N p  O  K
- ^ --(x,y) = T (x,y), -  --- (x,y) = ^  (x,y) (6.1.6)
en el sistema local de coordenadas, tenec:OS
: g o (%,y) = - T-? c,n:,(x,y)
■6.1.7)
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de donde se deduce,
 ^ 1
( Ô";? ô";2  ^ = - --Z C4g^g(x,y) (6.1.8)
y ®o
La solucion de esta ecuacion en derivadas parciales 




D = ((x-u)2+ (y-v)2)
(6.1.9)
con la condicion-w «^0
J j° Ag Ag(ii.v) du dv = 0 ,
para que la solucion 0^^ (x,y) esté acotada.
Al introducir las hipôtesis de estacionaridad e isotro- 
pia se tiene que
g^g(x',y') = E( A g(^'^ )(w9 ) ■ Ag^ "^*"* »y'*'y )(w ) ) = 
= ^6gdg(^)* ry(x'2+y'2). (6.1.10)
y la ecuaciôn (6.1.8 ) puede escritirse,
d^ I d  1
” 5 Cjjj,(r) + —  ~  Cjjjj(r) = - —J  C^g^g(r)
dr
— 09 4, lim — - C.j.^ (r) ^ 0
r^ 0 r
Las funciones de covarianza de las catidades (Ÿ ,^ , N) 
pueden reiaoionarse por (K. Jordan, 1972)
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“n 2
' v ; It
Q  =
(==’2 ) = 
\ l  ' ~ 0 " P  ‘tîi/='’^ ^
con las siguientes condicionea de simetria
(6.1.11)
%  2 (x,y) = %  ^  (x,y)
C| ij(x,y) = - Cjjç (x,y)
(^x,y) = - (y,x) (6.1.12)
Ç (x,y) = (x,y)
3^2 (y,x)
La hipôtesis de proceso isôtropo simplifies estas expre* 
siones, teniendo para una funciôn de covarianza dada (^(^^^(r) 
de la ondulaciôn del geoide
Cjjç (x,y) = Cjjç (r, &) = - cosl5 C^.j-(r)
(x,y) = (r, &) = _ senGrcos9'(C^ ,:(r) -
l/r Cj,j.(r))
(x,y) = - cos^ STc^ X^r) - sen^ÜTC^Xr)/r
COS ®"= x/r, sen ^  = y/r
11 3
nn la literstura geodésica se han probedo distintas 
funciones de covarianza enpiricas taies como
(i) Modelo geussiano para la ondulaciôn
OK:;(r) = i r |
(ii) Modelo de Bellaire
' ="#/( 1 + (rW))5/:
(iii) Modelo de Markov de segundo orden
0;,;,(r) . (Tg( 1 4. (r/D)) e'"'/®
(iv) Kodelo de Markov de tercer orden
= (T^ ( 1 i r/L 4.
siendo Cjjj^(O) = 0"^  la varianza de la ondulaciôn del geoide y
D la distancia de correlacciôn o caracteristica del proceso.
For ejemplo para la funciôn de covarianza gaussiana 
9 2 /_2 
Cjj>,(r) =CTjj e“  ^' tenemos,
C,. ^ (x,y) = COS b" 2r/b^
(x,y) = - sen Cl cos9(2r/D^)^ C^ (^r) (6.1.13)
(x,y) = 2/1)2 c^ (^r) 4- cos2 (2r/L)^  C^ q(r)
obteniendose las funciones de covarianza  ^ , Cj
Iss condicicnes de simetria (6.1.12)-.
Fars un proceso de Llarkcv de career orden para le fun- 
cicr. de covarianza C.— (r) se obtiene s in difi culte d
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Cç-^ (x,y) = ^^(1 4-r/L' - r^ cos'^  C /L^ ) e"^ /^
0 Y2 (x,y) = "^ 2(1 4. r/L - r^sen2c/L|2) @-:r/L
(x,y) =-^*7/2 e~-/^sen2 C (6.1.14)
Cjqç (x,y) = r/L (1+r/L) e"*/^ cos Gr
 ^(x,y) = ^ ^ / y 3 r/L (1+r/D) e ~ ^ ^ s e n  O'
con
(T = cr = _ 0 _
t 2 ./T 3
6.2 .- Predlcciôn por minimos cuadrados.
En geodesia se plantea el problems de determiner el va­
lor de una funciôn en un punto a partir de cantidades funcio- 
nalmente relacionadas con ella observadas en otros puntos o 
en el mismo. Evidentemente el campo gravitatorio es determi­
nista y las cantidades de interés geodésico taies como el 
potencial perturbador, sus derivedas, la anomalie de la gra­
vedad, la desviaciôn de la vertical 0 la ondulacion del geoi­
de estan relacionadas por medio de operadores lineales de 
tipo integral 0 diferencial. Por tsnto existen dos c aminos 
Icgicos, uno de aproximaciôn o discretizeciôn de estos ope­
radcres y hacer evaluaciones determinlsticas de las funciones 
incôgnitas, y otro mas usado en los ultimos ehos basado en 
la utilizaciôn de las caracteristicas estadisticas de las 
cantidades observadas y hacer a proximac i one s que minimi cen 
alguna funcional definida positiva (métodos de minimes cus- 
drados, minima norma, mini-max, etc) dentro de un marco es- 
tedisxico.
En este crabejo se supone que se tienen cbservacicnes
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de las coiLpor^ entes de la desviacion de la vertical y de la 
ondulscion del geolde y se quiere determinar el valor de es­
tas. funcior^ es en otros puntcs, para lo cual se ha ce la hipo- 
tesis que las o'cservaciones o evaluaciones experisientales 
pertenecen a un proceso estocâstico de segundo orden con 
funcion de covarienza C^ q(r) isotropo y estscionario, tenlen- 
do les variables aleetorias K^ (a>), una distri-
tucién normal para todo punto x.
Se plantes el problems de la prediccion lineal en forma 
general: Sea un proceso estocâstico de segundo orden cuyas 
realizaciones expérimentales son variables aleetorias norma­
les de cuadrado integrable, esto es, pertenencientes
a un espacio P), siendo ^ , P) un espacio prc-
babilistico. Al espacio^ 0., , P) se le pue de doter de
una estructura de espacio de Hilbert con el products escalar
< ), f y(w )> = E ( 3 % ( w ) ? Y ( w ) )  =
= Cgg (x,y). (6.2 .1)
Consideremos un conjunto de variables aleatcrias 
^ ^(A, ,  ?) y see M el desarrollo lineal de estas varia­
bles aleetorias, K ) j*. Para cualquier otra variable
S  ^  t P) se plantes el problems de encontrar la
mejcr aproximeciôn sobre E, entendiendo por mejor sprcxima- 
ciôn desde el punto de vista de minimos euedredos. Es bien 
conocido que la mejcr aproximacion, supuestas las ^ )
linealmente independientes (lermanis, 1975), viene dada por
rier.dc
O  ^
^(co) = 5 (c<J ) ) (6.2.C)
, el oreradcr de prcyeocicn sobre K. lichc en ctrss
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pslstrss, existe -an u.:ico conj'or.to de constantes resles 
dadas por el sistema de ecuacicnes normales (lavis ?. 1S75) 
tsl que
J(w) = 2  ) (6.2.3)
I <Sl- ?1> . . . . . ^n>\ I ^l\ 1 % ^ ^ ' '
< î » . s , > ......................\ /.j.




?r.f 1 J \ r “V
(6.2.5)
0 en notacion matriciel
C a = c ^  a = C ”'c (6.2.6)
y per tsntc la mejcr aproximacion de J* (w) en 1.1 viene do da
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f (w) = C- C-lf(cu), f (w) = (S^(co)....
(6.2.7)
Zn la prictica se conoce el valor de una clerta funcion
"s" en una serie de puntcs de T, s(t^),i=1,...,n. Las obser-
vaciones corresponden a la determinecion experimental de la 
funcion s, es decir, (ISoritz, H. 1S8C) llamada funcional de 
évaluacion,
l^ (s) = s(t^ ), i=1,....,n (6.2,6)
siendo 1^  € iî'^ (dual de H) y K el espacio de Hilbert de lasi
funciones s. Las observaciones (oo) juegan el papel de
t, ^
las variables aleatcrias s (co).
La varianza de la estimacion viene dada por (Grefarend, 
2. 1975),
0-2 =c-2 _ c C-lc^, 0-2 = C-. (0) (6.2.9)
S S f S3
Consideremos el ceso geodésico de la determinacion del
geoide l(x,y), (x,y)e T, en un subconjunto I del piano. Las
cantidades observadas en puntcs de T son funcionales linea-
les de la funcion H(x,y), esto es, componentes de la desvia-




y se cuiere deterninar la cantidad s(P), siendo
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s(?) = C“ C“  ^s
s — ( (Q%) » 2 (^ 1 2 »L(?^)....
...,N(P^ ))^ .
Este mitodo con algunas variantes ha sido extensamente 
usado en algunos paises, Y. Ganeko, 1976, E. Grfarend, 1975, 
I'.oritz, H. 1972, Heitz, S. 1969, Gurther, W. 1978, Sanso, ?. 
1982, etc.
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CAPITULO 7
DETERMINACION DEL GEOIDE EN PORTUGAL.
Durante los aftos 1974 - 1978 el I.G.C. de Portugal realize 
distintas campaAas de Astronomie Geodésica de segundo orden, con 
determinacion de longitud y latitud por alturas iguales con astro- 
labio de prisma, (Nuno de Souza, Afonso, 1978). Resultado de este 
ambicioso proyecto, fué la determinacion de las componentes de la 
desviacion de la vertical en 128 puntos de la red geodésica de 
primer, segundo y tercer orden, repartidos homogeneamente en Portu 
gai. La distancia media entre puntos dato en desviacion de la ver­
tical es de aproximadamente 30 kilomètres, ideal para fines de de- 
termiBBciôn del geoide.
Las observaciones de latitud y longitud estân corregidas por 
movimiento del polo, y referidas al polo O.C.I., por curvatura de 
la plomada, ecuaciôn personal y referidas al meridiano de Green­
wich, mediante la contrastaciôn del instrumental de observaciôn 
en el Observatorio Astronômico de Coimbra. En estas condiciones se 
puede afirmar que las componentes de la desviacion de la vertical 
estân referidas a un sistema homogenéo y verifican las especifica- 
ciones impuestas por el I.A.G. para la determinacion del geoide. 
Ahora bien, no estân corregidas por Topografia e Isostâsia, puesto 
que no se tiene un modelo digital del terreno para Portugal, im- 
prescindible para realizar dichas correcciones de forma automâtica 
en ordenador.
Estas breves consideraciones. junto con la cooperaciôn e in- 
terés del I.G.C. de Portugal para la realizaciôn de este trabajo, 
hacen que Portugal sea una zona test ideal para la puesta a punto 
tanto teôrica como prâctica de los métodos de determinacion de
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geoide antes descritos.
En este punto, se puede logicamente pensar, que porqué uni- 
canente Portugal, y no Espana o la Peninsula Ibérica ? Las ra- 
zones son obvias, y merece la pena que sean aqui descritas para 
dar testimonio y evidenciar la lamentable situaciôn por la que 
atraviesa esta Ciencia a uivel prâctico en nuestro pais. Se ha 
puesto como ejemplo a nuestro pais vecino Portugal, con el fin 
primordial de poner en funcionamiento métdos de câlculo, que en 
definitive han de servir para que la Geodesia en EspaAa disponga, 
si es que alguna vez tiene observaciones, del instrumente funda­
mental, tanto para la determinacion del geoide, como para la com- 
pensaciôn de grandes redes, tratamiento de dates espaciales, etc.
Portugal, con unos medios tanto de personal como de instru­
mental y unos presupuestos inferiores a los nuestros, tiene sus 
redes geodésicas de primer, segundo y tercer orden perfectamente 
senalizadas y observadas. En cuanto a la red de nivelaciôn de alta 
precision en Portugal esta compléta y operative.
La situaciôn en EspaAa es totalmente distinta, puesto que la 
red de primer orden se esté reobservando en estos momentos, la an­
tigua se perdiô en casi su totalidad, la red de segundo orden ya 
no existe, pues no se esté observando, y lo màs grave, no existen 
razones técnicas adecuadas para su eliminaciôn, la red de tercer 
orden no esté bien controlada al no existir el segundo orden, y 
por tanto no ofrece la fiabilidad necesaria en estos trabajos.
En cuanto a la red de nivelaciôn geométrica de alta precisiôn el 
tema es aûn més grave, puesto que a més de quince anos del ini- 
cio de su reobservaciôn, y con un cuarto del pais nivelado, no 
se sabe a ciencia cierta que vale y gué no vale.
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Digamos finalmente, que la astronomia geodésica y la gravime- 
tria para fines de determinacion del geoide es muy escasa o casi 
nula, asi en el grafico 7.1 aparece la situaciôn comparativa de 
nuestros puntos dato en desviaciôn de la vertical y los de Por­
tugal .
Las consecuencias pueden ser muy graves, puesto que el momen- 
to actual es crucial para esta Ciencia. Las nuevas tecnologias 
en técnicas espaciales, taies como la interferometria de larga 
y corta base, la geodesia Léser a satélites, han de revolucionar 
en base a las precisiones obtenidas, toda la teorla de control 
de redes geodésicas, tanto planimétricas como altimétricas, de 
determinaciôn de geoide, deformaciones, etc. Ahora bien, para que 
esto sea posible, es necesario contar con una infraestructura 
geodésica lo suficientemente buena, y que garantice a nivel de 
pais como Espana precisiones en términos globales del siguiente 
orden: inferior a 0.50 metros en planimetria, 0.10 metros en al- 
timetria y 0.50 metros en la determinaciôn del geoide. Estas 
precisiones son perfectamente factibles en la actualidad, y més 
en el caso de Espana, en que la Geodesia esté por rehacer, y los 
medios de célculo con que se cuenta son de extraordinaria calidad, 
tanto en software como en hardware.
Digamos finalmente, que o mucho cambian las cosas, y en un 
plazo de tiempo muy breve, o habremos perdido por muchos ados 
al resto de los paises europeos en estos temas de fundamental im- 
portancia, no unicamente desde un punto de vista cientifico, sino 
de infraestructura geodésica, necesaria tanto para cartografia 
a escalas pequeAas, catastro y proyectos de ingenieria.
Hechos estos breves comentarios en nada exagerados, volvamos
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al objeto principal que nos ocupa. La red astrogeodésica de Por­
tugal se compléments con una buena red de nivelaciôn de alta pre­
cisiôn y con dos determinaciones por técnicas Doppler en los 
vertices Padrela, situado al norte y Cabeça situado en el Sur, 
(véase gréfico 7.2). Con estos datos, se van a aplicar las técni­
cas descritas en los capltulos 4, 5 y 6, para la determinaciôn 
del geoide. Primeramente hemos aplicado el método de Helmert con 
compensaciôn por minimos cuadrados, determinândose una triangula- 
ciôn ôptima a partir de la distribuciôn sobre el terreno de los 
puntos dato. El método de aproximaciôn de ondulaciones del geoide 
por polinomios en dos variables ha sido utilizado en segundo lu- 
gar y por ultimo el método de predicciôn por minimos cuadrados a 
partir de una funciôn de covarianza empirica. Los très métodos de 
aproximaciôn han dado resultados similares, dentro del margen de 
error en que nos movemos.
El DATUM escogido para los càlculos esté definido por:
Punto fundamental: Melriça (Vértice de primer orden y fundamental 




«o - -30.11 metros
a - 6378388.00 metros
e2 0.00672267
siendo  ^ ^ p las componentes de la desviaciôn de la vertical 
en Melriçca, la ondulaciôn del geoide, que define la escala de: 
modelo en el sistema geodésico ED50, y a , e ^  los paràmetros que
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definen el elipsoide internacional de Hayford, setnieje mayor y ex- 
centricidad, tomado como superficie de referencia. La ondulaciôn 
del geoide que define la escala del modelo se ha determinado a 
partir de las observaciones por técnicas Doppler.
7.2.- Método de Helmert.
A partir de la distribuciôn de los puntos dato en desviaciôn 
de la vertical, se ha definido una triangulaciôn ôptima a partir 
de la minimizaciôn de ciertas funciones escalares. Segün el capl- 
tulo 4, las funciones més convenientes para fines geodésicos se 
pueden dar por:
Sea la matriz cofactor de la red definida por
0^^ « (A^ PA)'*’ para una red libre
■ (A^PA)”  ^ para una red constrenida,
y sean ^ g'....., los autovalores de la matriz
Las très funciones consideradas son “ mâxjA^.... . ^  ^
, traza(Q^jj) Y y a partir de estas,
jfl - traza(0^^)/n
l/n
El método empleado para hallar la triangulaciôn optima ha 
sido el de simulaciôn explicado en el capitulo 4. Asi, dada una 
matriz de pesos a priori para las observaciones P, y la matriz 
de diseno A, definida por las uniones (futuras observaciones) 
entre puntos dato, se puede determiner la matriz A^PA, y por tan­
to, determiner la matriz cofactor O^x' Y también las correspon- 
dientes funciones escalares antes descritas.
Consideremos dos configuraciones (1) y (2), y sean y
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las correspondientes matrices cofactor con autovalores dados
por y  ^ ......^n^^ y ^.......... respectivamente. Se
dice que:
a.- La configuracion (1) es mejor que la (2) desde el punto de 
vista de A-optimalidad, si se verifies la desigualdad.
es decir, la varianza media de la configuracion (1) es menor que 
la varianza media de la configuracion (2).
b.- La configuracion (1) es mejor que la (2) desde el punto de 
vista dé D-optimalidad, si se verifies la desigualdad,
i l  2 ^^ - < il 2 ^^ - (det(Q^ 2  j )l/n
es decir, si la varianza generalizada de la configuraciôn (1) es 
menor que la varianza generalizada de la configuracion (2).
c .- La configuraciôn (1) es mejor que la (2) desde el punto de 
vista de E-optimalidad, si se verifies la desigualdad,
i  < ) '?>.
max max
La configuraciôn ôptima encontrada es la de la figura 7.2, 
y los valores encontrados para las distintas funciones de optimi- 
zaciôn son:
- '’•i’ •
Z_ ^  i - 0-44 . 10^
- 0.35 . 10^
il 2 - 0.82
En la tabla 7.1 se dan las coordenadas en grados y minutos
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de los puntos dato en desviaciôn de la vertical, y en la tabla 
7.2 las observaciones con las componentes de la desviaciôn de la 
vertical en segundos, correspondientes al gréfico 7.2.
Con esta configuraciôn se ha procedido a la determinaciôn 
del geoide de Portugal por el método de Helmert. En una primera 
compensaciôn se han detectado los posibles errores groseros en 
las observaciones mediante el test de Baarda aplicado a los resi- 
duales tipificados, con un nivel de significaciôn ^  * 0.01, par» 
el que el valor critico es = 2.58.
Se ha considerado un punto fijo, Melriçca, con los datos 




y como elipsoide de referencia el de Hayford.
La matriz de pesos de las observaciones se ha establecido 
de forma que la varianza del ajuste de peso unidad sea igual a 
la unidad, siguiendo el siguiente criterio,el peso de la i-ésima 
observaciôn entre los puntos P^  , Pj^ , cuya distancia es d , viene 
dada por:
- (140000/dj^)^
con d e n  metros. Las observaciones se han supuesto incorreladas 
y por tanto la matriz de pesos diagonal.
Los resultados de la compensaciôn se pueden resumir en:
s^ » 1.0183 '
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Zv^ . - 4.185 
Zv^ » 16.49
. -13.27 
2  Vp - 215.70 
2 - - 15.90
2 w? - 356.10
siendo, s^ la varianza de peso unidad estimada, v^ los residuos 
del ajuste, v^ los residuos ponderados y los residuos tipifi- 
cados.
Evidentemente la razon entre la varianza a priori s^ y esti­
mada s^ se puede considerar igual a la unidad, es decir, se veri­
fies la hipôtesis nula H^: s^ = s^ , y se puede hablar con propie- 
dad de la aplicaciôn del test de Baarda para la detecciôn de erro­
res groseros (w-test).
Las observaciones erroneas han sido para un nivel de signifi- 
cacion » 0.01, las siguientes (véase grafico 7.4),
PTO EST. PTO VIS ■ 2v RESIDUO
TIPIFICADO
3 25 0.06 -4.7 -8.5 -12.3 3.23
3 21 0.06 -4.7 -6.8 -9.5 -3.48
7 123 -9.1 -4.4 -10.1 -13.5 3.07
10 123 -16.9 1.6 -10.1 -13.5 -3.47
25 29 -8.5 -12.3 -5.4 -3.4 -2.74
42 46 -6.7 -8.7 -9.6 5.5 -3.09
43 46 -5.5 -6.8 -9.5 5.5 2.74
118 119 -7.2 -3.1 -11.52 -0.4 -2.60
125 128 -19.8 -4.2 -10.9 -3.5 -2.91
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pudiéndose observer la fuerte discrepancia entre los valores y 
en el punto de estaciôn y en el punto visado.
Estas discrepancias han sido analizadas en el I.G.C. de Por­
tugal con la aplicaciôn de métodos gravimétricos obteniendo resul­
tados similares. No obstante no olvidemos que no ha sido efectuada 
la correcciôn por topografia a las componentes de la desviaciôn 
de la vertical, y por tanto la presencia de grandes masas terres­
tres pueden influir decisivamente sobre dichas componentes. Como 
ejemplo de este hecho, digamos que en la zona del Estrecho de Gi­
braltar se han determinado por astronomia de posiciôn las compo­
nentes de la desviaciôn de la vertical en ambos continentes, en- 
contrândose variaciones del orden de los 15", debidas evidentemen­
te a la topografia cercana. Estos hechos evidencian la importancia
de la correcciôn topogrâfica, tanto a la desviaciôn de la vertical
como a las anomalias de la gravedad observadas en la superficie 
terrestre.
Eliminadas las observaciones errôneas para el w-test, se ha 
procedido a una nueva compensaciôn de la red astrogeodésica con 
un nuevo criterio de ponderaciôn, a fin de obtener la varianza 
de peso unidad estimada igual a la unidad. Para dos puntos P^, P^ 
entre los que existe observaciôn y separados por una distancia 
dj^ metros, el peso viene dado por
p^^ . (160000/dj^)^,
asi, para una distancia d = 30000 metros, p = 28.44, y por tanto 
la desviaciôn tipica a priori para esta observaciôn es
s » 1/^"^ * 0.19 metros.
Este valor puede parecer excesivo a primera vista, puesto que
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el posible error en la determinacion astronomica de la latitud y 
la longitud no excede normalmente de 1". Ahora bien, la falta de 
correcciôn topogrâfica puede influir decisivamente en que los erre 
res de interpolaciôn de la propia fôrmula de Helmert sean conside­
rables. Resultados obtenidos en otros parses europeos demuestran 
el valor de esta correcciôn y su decisive influencia para fines de 
determinaciôn de geoide.
Los resultados de esta compensaciôn pueden sumarizarse en:
La red astrogeodésica esté constituida por, 
numéro total de puntos » 128
numéro de puntos fijos » 1
numéro de observaciones - 325
numéro de grados de libertad » 198
En cuanto a los valores de las distintas funciones escalares 
relacionadas con el proceso de optimizaciôn, han sido.
^mâx “ 0.186.10^ 
Z  ^  i - 0.488.10^
0.384.10 
il 2 ■ 0.920,
vemos por tanto, en comparaciôn con los resultados obtenidos para 
simulaciôn en idénticas condiciones de ponderaciôn, que los valo­
res de las distintas funciones han aumentado al ser eliminadas 
las observaciones errôneas, es decir, al ser més debil la geometri 
a de la red, lo que demuestra que la configuraciôn de la red ha 
sufrido una sensible pérdida.
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La desviacion tipica de peso unidad obtenida en el ajuste
es
s^ = 1.0336
y por tanto el test F entre vaianza a priori y a posteriori puede 
formularse en el forma,
F . il/sl . 1.0683 -1/
siendo r el numéro de grados de libertad del ajuste.
A un nivel de significaciôn del 1%, es decir, ^ = 0.01, se 
tiene que,
^197, x.,0.99 * 
y por tanto,
F - 1.0683 < ,^,0.99 =
luego se acepta la hipôtesis de igualdad de varianzas a priori y 
a posteriori, es decir, antes y después del ajuste.
En la tabla 7.3 se dan los resultados de la compensaciôn de 
la red astrogeodésica para fines de determinaciôn del geoide, con 
un listado donde aparece el nombre de vértice, numéro, latitud 
y longitud en grados y minutos, 9 , p , ondulaciôn del geoide y 
su error medio cuadrâtico. Una breve inspecciôn de la tabla pone 
en evidencia que los errores medios en la determinaciôn del geoide 
son inferiores a 0.30 metros, cantidad mas que aceptable en dis- 
tancias de unos 300 kilômetros, que sépara los extremos de la red 
al punto fundamental Melriça.
En la tabla 7.4 se da un listado de los residuos sin ponde- 
rar y ponderados y el peso a priori de la observaciôn, obtenién- 
dose .
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I V, » - 2.934
Z  V? - 9.8181
I Vp . -9.639 
I v p  - 211.517
siendo y los residuos sin ponderer y ponderados.
En la tabla 7.5 se dan los errores medios cuadràticos de las 
observaciones obtenidos en el ajuste, pudiéndose conprobar que 
estân en el orden de 0.12 metros, y que indican la precisiôn lo­
cal en la determinaciôn del geoide.
En la tabla 7.6 se dan los errores medios de los residuos, 
los residuos tipificados y los paràmetros de fiabilidad de la red 
(capitulo 4, apartado 3), conprobândose a través de los valores 
de estos paràmetros que la red de Portugal para determinaciôn 
del geoide estâ bien controlada por su propia configuraciôn, y 
que los errores de las observaciones para que sean detectados 
a un nivel de significaciôn del 1% y con una potencia del test 
del 80% por el w-test de Baarda. han de ser del orden de 1 métro.
La fiabilidad total de la red es 0.42, que demuestra la bon- 
dad de la configuraciôn de la red astrogeodésica.
Las cantidades QB, Rx, RB, SB del listado de ordenador, co­
rresponden a :
_ error medio estimado observaciôn i-ésim:
QB - (C ) /s;q .. - ---------------------------------------
error medio a priori observaciôn i-ésim;
RX
RB
J q b A I - QB) 9 w - fiabilidad interna observaciôn i-ési
yi/(l - QB) V w ■ fiabilidad externa observaciôn i-ésim;
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SB «^RB » error en la observaciôn i-ésima para que el
test de Baarda (w-test) lo detecte, a un nivel de significaciôn V  
y con una potencia ^  .
Para un nivel de significaciôn del 1% y una potencia del
80% se tiene que 9 w » 3.44 (G.L.Strang van Hees, 1984).
La suma de residuales tipificados y su suma de cuadrados es,
2 w^ = -11.11, w . -0.0342
£  w^ * 375.6 s- « 0.0597
siendo w^ el i-ésimo residuo tipificado.
En cuanto al anàlisis de posibles sistematismos hemos utili­
zado el t-test (capitulo 4, apartado 3), considerando la variable
T = 1 w/s- 1 = 1-0.0342/0.0597 I = 0.573
que sigue una distribuciôn t de Student con (m-1) grados de liber­
tad, ( m = numéro de observaciones = 325), aceptândose la hipô­
tesis nula w = 0, es decir, no existen sistematismos a un
nivel de significaciôn del 1%.
En cuanto al test de normalidad para la distribuciôn de 
los residuos, se tiene que, (tabla 7.7)
- 24.426
Para un nivel de significaciôn del 1%, se tiene que
■^13,0.99 “ 27.688,
y por tanto se acepta la hipôtesis de normalidad en la distribu­
ciôn de los residuos tipificados.
En Portugal se han efectuado observaciones por técnicas Do­
ppler a satélites TRANSIT, reducidas con efemérides précisas en
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el sistema WGS72 en los puntos de Padrela y Cabeça, con los si­
guientes resultados.
X « 4739217.68 + 0.48 metros
Padrela Y - -625381.84 0.53 metros
Z - 4210143.54
+ 0.39 metros
X « 5044212.37 + 0.38 metros
Cabeça Y - -662964.30 + 0.42 metros
Z > 3833969.46 + 0.54 metros
Utilizando los paràmetros de. transformaciôn de Seppelin para 
pasar del sistema WGS72 a DATUM Europeo RE50, dados por
X « 84 metros 
y ■ 103 metros 
Z m 127 metros
se obtienen las coordenadas cartesianas (X,Y,Z) respecto del sis­
tema RE50, y las altitudes de estos puntos sobre el elipsoide 
internacional de Hayford son,
^'Padrela " 1124.71 metros 
^Cabeça " ^^.70 metros.
Las cotas ortométrica obtenidas por nivelaciôn de alta pre­
cisiôn son,
"Padrela “ 1148.00 metros 
"cabeça " ^0.52 metros
y por tanto las ondulaciones del geoide de estos puntos respecto 
al DATUM Europeo son.
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"padrela * ^Padrela “ "padrela “ ‘23.29 metros
"cabeça “ "cabeça " "cabeça “ 82 metros.
El incremento de ondulaciôn del geoide entre dichos puntos 
situados al Norte y Sur de Portugal, (figura 7.5) es,
" "Padrela " "cabeça * 14.53 metros.
La estimaciôn del error medio cuadrâtico en la determinaciôn 
de 6 N no es sencilla, puesto que las precisiones dadas a las coor
denadas (X,Y,Z) son intrinsecas, y no ponen en evidencia los posi­
bles sistematismos tanto en la determinaciôn de la ôrbita de los 
satélites, como en las correcciones tipo meteorolôgico a las ob­
servaciones Doppler. Por otra parte, la estimaciôn del error re- 
lativo entre las cotas ortométricas de Padrela y Cabeça, nunca ha 
de ser superior a 0.10 metros en la red de nivelaciôn de Portu­
gal. Para los câlculos que sigue se ha supuesto que,
®‘"padrela^ “ ®‘"cabeça^ “ ° metros,
y por tanto s( A N) » 1 métro.
La hipôtesis es quizâ demasiado optimista en cuanto al error 
medio en la determinaciôn de â N, s(AN), pero un error mâs gran­
de nos llevarla de inmediato a despreciar el control Doppler, y 
aun asi, veremos que el control es muy pobre para una red astro­
geodésica como la de Portugal, de gran densidad y calidad.
Para integrar las observaciones obtenidas por técnicas Do­
ppler se han seguido dos caminos distintos:
a.- La diferencia de ondulaciôn del geoide ô N entre los puntos 
Padrela y Cabeça, se ha introducido en la red astrogeodésica como
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una observaciôn de diferencia de ondulaciôn del geoide con un pe­
so de acuerdo a la precisiôn estimada a priori, dada por s(d N) = 
1 métro, es decir.
Peso - l/s^( AN) . 1.
y se ha precedido a la nueva compensaciôn de la red con esta ob­
servaciôn adicional,
"padrela " "cabeça - 14.53 metros.
En la tabla 7.5 se dan los resultados de la compensaciôn, y 
como se puede comprobar con una breve inspecciôn de las tablas 
7.6 y 7.3, correspondiente a la compensaciôn con unicamente datos 
astrogeodésicos, los resultados son casi idénticos a los niveles 
de error en los que trabajamos.
Segûn la tabla 7.3 la ondulaciôn del geoide en los puntos 
Padrela y Cabeça es
"padrela “ - "  G». "cabeça " "37-43 
y por tanto,
(4N)*STK0GE0DESIA . 5^ ..»os
( 4 . 14.53 métro».
habiendo una discrepancia de 1.01 metros. Ahora bien, segûn la 
tabla 7.7,
( 6 N)*8TR0GE0DESICA + DOPPLER _ _23.85 - (-37.50) «
■ 13.65 metros,
luego,
j ^  ASTROGEODESICA + DOPPLER _  ^^ ^ ^ASTROGEODESICA _ Q.ll m.
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y se puede afirmar sin ninguna duda, que la observaciôn de dife- 
rencias de ondulaciôn Doppler ha sido casi transparente en el 
ajuste, debido a dos hechos fundaaentales. Primero, el control 
es evidentemente pobre. pues la red astrogeodésica absorbe con 
su propio error la discrepancia de 1.01 metros. y segundo, el 
error a priori de la observaciôn Doppler es del orden del propio 
error de la red astrogeodésica. y asi malamente se puede hablar 
de control.
Para corroborer estos hechos. y que evidentemente la intro­
duce iôn de esta observaciôn no ha servido para mejorar la red 
desde un punto de vista de optimalidad, se han calculado los 
autovalores de la matriz de varianzas-covarianzas del ajuste, 
resultando;
al.- Observaciones astrogeodésicas exclusivamente,
^méx “ 0 1858 . 10^
ilj - 0.3841 . 1q1
C I 2 • 0.9199
a 2 .- Observaciones astrogeodésicas y diferencia de ondulaciôn 
del geoide Doppler.
y - 0.1856 . 10^
jl j - 0.4815 . IqI
C i 2  •  0-8217
Como se puede apreciar de estos resultados, al guitar las 
observaciones errôneas para el w-test de Baarda, la calidad de 
la red es peer, basta comprobar los paràmetros obtenidos ahora 
con los obtenidos para la simulaciôn anteriormente. Por otra
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parte la similitud de los resultados en los casos concretos al y 
a2 ponen de manifiesto nuevamente que tampoco desde el punto de 
vista de optimizaciôn a base de control con Doppler se ha conse- 
guido una majora importante.
b.- Con el fin primordial de confirmer las afirmaciones anterio- 
res respecto al control con Doppler se ha hecho otro câlculo con 
hipôtesis distintas, al tomar como fijos en la compensaciôn los 
puntos Padrela y Cabeçe, con las ondulaciones del geoide obteni­
das por Doppler referidas a RE50,
"Padrela " "etros
"cabeça " -3? 82 metros.
En esta situaciôn nos podemos preguntar si estos constreni-
mientos impuestos a priori producen sistematismos en el ajuste ?
Para dar contestaciôn a esta pregunta se ha efectuado un ajuste 
libre, obteniéndose los siguientes resultados:
Sq « 1.0683
n » numéro de incôgnitas - 128
m ■> numéro de observaciones > 325
f - numéro de grados de libertad » 198.
“ T







Luego, ■ 219.935. Aplicando el F-test, (capitulo 4 y 
apéndice 3), se tiene que,
"a - "o F, para b - 2.^  2.198.
El valor del cociente es 3.937 y el valor de F^ con
un nivel de confianza del 0.99% es 4.61 , aceptândose la hipô­
tesis ■ -23.29 metros, - -37.82 metros, lo que
corrobora las afirmaciones anteriores.
En el apéndice 2 se discuten los resultados obtenidos en 
Alemania sobre una red de primer orden y con distancias observa­
das superiores a los 90000 metros, de la observaciôn con macrô- 
metro V-1000 y técnicas de interferometria de corta base. El re­
sultado de una observaciôn de este tipo entre los puntos P y Q 
de la superficie terrestre es, AXp^,A YpQ,AZp^, respecto de un 
sistema casi geocéntrico determinado a partir de las ôrbitas de 
los satélites de la constelaciôn GPS. Estas cantidades se pue­
den transformer a observables geodésicos tradicionales, es decir, 
distancias, acimutes y diferencias de altitud, d p ^ , p ^  y 4 hp^, 
y con estas cantidades procéder a la compensaciôn de la figura, 
como se ha hecho en el apéndice 2, obteniéndose resultados espec- 
taculares y que corroboran las posibilidades de estos nuevos mé­
todos de observaciôn y la correspondiente revoluciôn que en un 
futuro cercano van a suponer en las Ciencias de la Tierra y muy 
en particular en la Geodesia. Pensemos que trabajando con una 
constelaciôn de satélites muy pobre (4 utiles) y con receptores 
de una sola frecuencia se han obtenido precisiones en la determi­
naciôn de las coordenadas de los puntos de la red del orden de
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los 0.05 metros en las très componentes. Con la constelaciôn de 
satélites compléta (unos doce utiles para Europa) y con aparatos 
trabajando con dos frecuencias las precisiones esperadas son de 
cinco a diez veces superiores, es decir, precisiones inferiores 
a 0.01 métro, o de 0.1 parte por millôn.
Con estas hipôtesis de partida se ha supuesto una red GPS 
para Portugal con lados de unos 100 kilômetros dada en el gré­
fico 7.6, con distintas hipôtesis de trabajo para la precisiôn 
de las observaciones de interferornetria de corta base.
a.- El error medio cuadrâtico a priori es de 0.10 metros para 
una observaciôn de diferencia de altitud por interferometrla de 
corta base, es decir, s(A N ) > 0.10 metros, suponiendo que el 
error en la determinaciôn de la cota ortométrica H es desprecia- 
ble, lo que evidentemente ha de cumplir una buena red de nive­
laciôn de alta precisiôn, en donde se esperan precisiones del 
orden de 0.8 a 1.5 k mms, para k kilômetros de nivelaciôn.
b.- El error medio cuadrâtico a priori de la determinaciôn en la 
diferencia de ondulaciôn del geoide es s(AN) > 0.03 metros.
Los resultados de la simulaciôn se dan en las tablas 7.8 
y 7.9 para las hipôtesis de trabajo a y b. Una breve inspecciôn 
de la tabla 7.8 permite ver la majora considerable de los resul­
tados a nivel global, y sobre todo en los puntos de la red GPS, 
con errores medios estandar del orden de 0.06 - 0.08 metros. De 
la misma forma, en la hipôtesis b, los errores son evidentemente 
menores y del orden de 0.02 metros en la red GPS.




^ max “ 0.428 . 10^
il  ^ . 0.128 . 10^
il 2 » 0.618
Caso b.-
'X mix " 0.561 . 10
.0. ^ - 0.885
il , - 0.441,
que evidentemente demuestra que el control impuesto a la red es 
efectivo, puesto que estos valores son muy inferiores a los de- 
terminados para la red astrogeodésica con Doppler incluido. Estos 
resultados esran de esperar y en un futuro no muy lejano, tanto 
el control de redes planimetricas como de determinaciôn de geoide 
y quizàs las redes de nivelaciôn de alta precision se realizarâ 
con métodos espaciales de interferometrxa. En cuanto a la deter­
minaciôn de geoide, los métodos astrogeodésicos y gravimétricos 
combinados con los espaciales, han de garantizar precisiones lo­
cales de orden centimétrico, y globales para paises como Portu­
gal no superiores a los 0.05 metros.
A continuaciôn se va a hacer una simulaciôn bajo la hipôte- 
sis de combinaciôn de datos astrogeodésicos y gravimétricos para 
la red de Portugal, cumpliéndose los requisitos siguientes:
a.- Tanto las componentes de la desviaciôn de la vertical como 
las anomalias de la gravedad han sido corregidas por terreno.
b.- Se ha efectuado una gravimetria local de precision en las 
zonas prôximas a los puntos de la red.
En estas condiciones se pueden esperar precisiones locales
- 1 4  1 -
del orden de 0.05 metros en la diferencia de ondulaciôn del geoi­
de para distancias de unos 25 a 30 kms, como corresponde a la rec 
astrogeodésica de Portugal, Strang Van Hees, G.L., 1982.
Con estas hipôtesis de trabajo se ha efectuado una simula­
ciôn con control espacial, obteniéndose los resultados siguientes 
Los errores medios en la determinaciôn del geoide se dan en la 
tabla 7.10 oscilando en los 0.02-0.03 metros, y en cuanto a los 
parâmetros de optimalidad se tiene,
> mix “ 0.361 . 10^
A l 0.764 . 10-1
ü  2 “ 0.882 . 10"!
Estos resultados son posibles en la actualidad, puesto que la de­
terminaciôn del geoide via fôrmula de Stokes a partir de diferenc: 
as de ondulaciôn, permite bajo ciertas condiciones de densidad de 
anomalias en un entorno del punto de estaciôn (de unos 15 kms) y 
de precisiôn en cuanto a su determinaciôn y correcciones, preci­
siones de este orden.
7.3.- Método de Aproximaciôn Polinômica.
La aplicaciôn del método de aproximaciôn polinômica se ha 
hecho en base a la teoria desarrollada en el capitule 5, probân- 
dose con polinomios grado 1 hasta 4, con el fin de elegir el poix- 
nomio ôptimo de aproximaciôn.
Como se sabe son 128 puntos dato en desviaciôn de la verti­
cal y se ha supuesta conocida la ondulaciôn del geoide en el 
punto fundamental Melriça, siendo,
^Melriça “ -30.11 metros.
- 1 4 2 -
Luego si.
N(x,y) - 2. *ij x y , i,i - 0 k.
se tiene que, » -30.11 metros.
Los resultados obtenidos en el ajuste polinômico se pueden 
resumir en:
1.- Grado del polinomio de interpolacion ( k ■ 1).
La varianza y la desviaciôn tipica del ajuste son,
s^ ■ 0.189, s^ m 0.435 metros.
Los autovalores de la matriz de varianzas-covarianzas con 
un factor de proporcionalidad 100, verifican
1 . ... ,.-2
max - 0-265 • 10




2.- Grado del polinomio de interpolaciôn ( k * 2 ).
La varianza y la desviaciôn tipica del ajuste son,
s^ = 0.174, s^ » 0.417 metros,
y los autovalores de la matriz de varianzas-covarianzas verifican,
^  -  ° - " '  • "
Ç i - 0.846
jl 2 “ 0.284 . 10"2
3.- Grado del polinomio de interpolaciôn { k = 3 ).
La varianza y la desviaciôn tipica del ajuste son,
s2 m 0.168, s = 0.410 metros.
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y los autovalores de la matriz varianzas-covarianzas son, 
y . . 0.429 . 10^max
- 0.285 . 10^ 
i2 2 • 0.177.
4.- Grado del polinomio de interpolaciôn ( k > 4 ).
La varianza y la desviaciôn tipica del ajuste son,
|2 s 0.165, sg m 0.406 metros,
y los autovalores de la matriz varianzas-covarianzas son,
) mix - ■ lo’
1 - 0.137 . 10®
Como puede apreciarse, a medida que aumenta el grado del po­
linomio de interpolaciôn, el condicionamiento de la matriz normal 
inversa de la matriz de varianzas-covarianzas es peor, como se 
anunciaba en el capitulo 5. Este hecho pone en evidencia la mala 
estabilidad en la resoluciôn de sistemas normales que provienen 
de ajustes polinômicos en cuanto crece el grado del polinomio a 
ajustar, puesto que el déterminante de la matriz normal es muy 
prôximo a cero, o equivalentemente, es muy grande para la matriz 
inversa.
A fin de contraster el grado ôptimo del polinomio se ha usa- 
do el F-test de acuerdo a la teoria expuesta en el apartado 5.3.
Sea,
Rg - ( m - (nt2)2 )
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R » { m - (n+l)2)
las sumas de los cuadrados de los residuos ponderados para un 
polinomio de grado (n+1) y n respectivamente, y s^ ^^  ^y s^ las
varianzas del ajuste, siendo m el numéro de relaciones de ob-
servaciôn, entonces el estadistico,
F ( B )  .  (R -  ; ^ , / ( 2 n  4. -V F , , „  .  ^  ^ , 2  „
sigue una distribucion F con grados de libertad (m - (n + 2)^)
y 2n + 1.
Los resultados del test han sido,
1.- Grado 1 con grado 2, F(H) = 3.167
2.- Grdao 2 con grado 3, F(H) = 1.573
3.- Grado 3 con grado 4, F(H) = 1.276.
Por tanto, a un nivel de significaciôn del 5%, { o( = 0.05),
se acepta la hipôtesis de que el polinomio ôptimo de interpola­
ciôn tiene grado 2, o equivalentemente, a^^ » 0, para i,j>2,
(apartado 5.3).
El polinomio es de la forma,
N(x.y) - a^Q + a^o X + a^^ y + a^^ xy + a^^ + a^^ y^ +
2 2 2 2 
+  a^2 *y +  a^ j^  X y + a22 X y .
En la tabla 7.11 se dan los resultados del ajuste, matriz 
de varianzas-covarianzas, soluciôn minimos cuadrados y la varian­
za y desviaciôn tipica para x,y expresadas en unidades de 100
metros. En la tabla 7.12 se dan las ondulaciones del geoide a- 
proximadas mediante el polinomio de interpolaciôn, con sus r e s ­
p e c t i v e s  errores cuadràticos medios.
Los errores en la determinaciôn del geoide por el método 
polinômico oscilan entre 0.17 y 0.65 metros, puesto que no se 
ha supuesto la ondulaciôn del geoide en Melriça como una condi- 
ciôn en el ajuste, sino como una observaciôn mas con peso igual 
a 1, es decir, con desviaciôn tipica a priori igual a 1 métro.





- Npadrela ' ^Cabeça » 15.21 metros.
el incremento N de ondulaciôn entre dichos puntos determi­
ned o por observaciones Doppler era de 14.53 metros, segün vimos 
en el apartado anterior. Por tanto existe una discrepancia de 
0.68 metros entre ambas estimaciones, que entra perfectamente 
en el rango de error en que nos movemos tanto para la diferencia 
obtenida por Doppler, como la determinada por el ajuste polinô­
mico .
1 A  - Método de aproximaciôn por predicciôn minimo cuadrâtica.
La aplicaciôn de este método para la determinaciôn del geoi­
de se ha basado en la teoria expuesta en el capitulo 6.
Con datos componentes de la desviaciôn de la vertical en los 
128 puntos que poséen esta informaciôn en Portugal, se ha proce- 
dido a la estimaciôn de la funciôn de varianzas-covarianzas empi­
rics de la forma.
C(d) - + PgG^Z^ ,
siendo p^ ,^ q^, p^, q^ constantes y d la distancia entre los puntos 
en que se quiere determiner la covarianza de la funciôn ondulaciôn 
del geoide, (Heitz, S., 1969). Los valores estimados para estas 
constantes han sido,
p^ * 7.5 q^  ^» -0.2239
Pg * 10.5 qg * -6.2134
A1 igual que en apartados anteriores se ha supuesto conocida 
la ondulaciôn del geoide en Melriça, pero no se ha introducido 
como una condiciôn en el ajuste, sino a posteriori se ha obligado 
a que el valor de la ondulaciôn en Melriça fuese -30.11 metros.
Para evitar la singularidad en la matriz normal, debido a 
no tener ninguna condiciôn en ondulaciôn del geoide, y pretender 
estimar ondulaciones en vez de diferencias, se ha introducido la 
condiciôn adicional.
propuesta por S. Heitz.
Los resultados del ajuste se dan en la tabla 7.13, y como 
puede apreciarse los errores en la determinaciôn de las ondula­
ciones del geoide estân en el orden de 0.30 a 0.60 metros, que 
coincide con el caso polinomial.
Se ha obtenido para los puntos Doppler,
Npadrela " -23-35 metros
^cabeça " "etros ,
y por tanto
^ ^  - ^Padrela ' ^Cabeça * ^4.55 metros.
El incremento dado por Doppler era 14.53, y por tanto la 
diferencia es 0.02 metros, cantidad totalmente despreciable.
Los resultados obtenidos por los tres métodos de aproximaciôn 
son similares, dentro del margen de error en que nos movemos, y 
las diferencias que en algunos casos son del orden de 1 metro en 
los puntos extremos, son debidas fundamentalmente al caràcter 
local del método de Helmert y global de los otros métodos. El 
tomar una decisiôn sobre cual de los tres métodos es mejor es 
deficil, desde un punto de vista geodésico quizâ el de Helmert 
con compensaciôn en superficie sea més riguroso, puesto que ofre- 
ce alternatives de chequear observaciones errôneas, dentro del 
marco clasico de los minimos cuadrados. Por otra parte el método 
polinômico tiene un grave inconveniente, el mal condicionamiento 
de la matriz de las normales, lo que puede llevar a resultados 
no correctos. El método de predicciôn lineal por minimos cuadra­
dos tiene desde el punto de vista de câlculo problèmes graves, 
puesto que hay que invertir una matriz llena, es decir, sin 
ceros, y para redes astrogeodésicas grandes, aûn con ordenadores 
potentes se tendrian muchas dificultades, tanto de memoria de 
ordenador como de tiempo de ejecuciôn. Ahora bien, una soluciôn 
factible desde el punto geodésico y numérico, consiste en con­
sidérer cero las covarianzas entre puntos aiejados més de una 
cierta cantidad, por ejemplo 100 kilômetros. En estas condicio­
nes el método de Helmert y la predicciôn lineal deben ofertar 
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CAPITULO £
ANALISIS DE LA RED FUNDAMENTAL DE PORTUGAL. INFLUENCIA PE LA DES- 
VIACION DE LA VERTICAL Y LA ONDULACION DEL GEOIDE.
8.1.- Analisis de la Red Fundamental de Portugal.
La red de primer orden de Portugal que se muestra en la fi­
gura 8.1, consta de 107 vertices, cuya relaciôn se da en la ta­
bla 8.1, estando las coordenadas geodésicas longitud y latitud 
respecto al sistema geodésico ED79, y la altitud referida al ni- 
vel medio del mar en Cascais.
Las coordenadas ED79 provienen de la compensaciàn de la Red 
Fundamental Europea de triangulaciôn, con DATUM Munich y elipsoi- 
de de Hayford como figura de referencia.
Las observaciones geodésicas pueden dividirse en:
a.- Observaciones de direcciôn acimutal, realizadas por el método 
de pares sobxe una referencia externa a la vuelta, con teodolito 
Wild T-3, formando un conjunto de 668 observaciones independien- 
tes, cuya desviaciôn tipica a priori se puede estimar entre 0.45 
y 0.50 segundos sexagésimales.
b.- Observaciones de acimut astronémico, realizadas por el método 
de la polar con teodolito Wild T-4, corregidas de movimiento del 
polo y transformadas al sistema geodésico mediante la ecuaciôn
de Laplace. Forman un conjunto de 4 observaciones perfectamente 
contrastadas, puesto que son reciprocos, y su error medio a prio­
ri puede estimarse en 0.40 segundos sexagésimales.
c .- Distancias observadas con Léser, corregidas a priori por re- 
fracciôn y reducidas a la superficie de referencia (elipsoide in- 
ternacional de Hayford), formando un counjunto de 18 observaciones 
repartidas homogeneamente a lo largo de toda la red. Su error me-
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dio a priori puede estimarse en unas 2 ppm (partes por millon).
En la tabla 8.2 se da un listado de las observaciones que han 
entrado en la compensacion de la Red Fundamental de Portugal. La 
clave 0 es de las observaciones de direcciôn, la clave 1 de las 
observaciones de distancia y la clave 2 de las observaciones de 
acimut astronémico.
La compensacion se ha realizado por el método de'variaciôn 
de coordenadas (Bada de Cominges, Maria Belén, 1985), con el pro- 
grama PROGCCl, escrito en Fortran 77 por el autor de esta memoria, 
y desarrollado en el ordenador FACOM del I.G.N., que se describe 
en el capitulo 10, apartado 5.
Como punto fundamental para la compensacion se ha escogido 
el punto DATUM de Portugal, MELRIÇA, respecto a ED79, dado por 
las coordenadas
i = - 8Q 07' 45:'6682 X- 39Q 41' 44:'6739
y elipsoide de referencia el de Hayford de parâmetros
a * 6378388.00 metros e^ = 0.006722670022
Los parâmetros caracteristicos de la red son
nS de puntos fijos - 1
na de puntos aproximados - 106
na total de puntos 107
na direcciones observadas = 668
na distancias observadas - 18
na acimutes observados - 4
ne total de observaciones * 690
na de incégintas de orientaciôn ■ 107
na de incognitas en coordenadas > 212
n2 total de incognitas * 319
na de grados de libertad = 381
Con la finalidad de obtener la varianza estimada de peso 
mnidad igual a 1, se han dado los siguientes pesos a priori, es- 
to es, errores medios a priori para las observaciones,
a.- Observaciones de direcciôn
s = 6'.'471
b .- Observaciones de acimut astronômico
s B 0'.'408
c.- Observaciones de distancia
s B 2.236 ppm
Con estos datos se ha procedido a la compensaciôn rigurosa 
de la red por minimos cuadrados y variaciôn de coordenadas, obte- 
niendose las coordenadas compensadas de la red, dadas en la ta­
bla 8.3, es decir,
X « ^  + dx
siendo ^  las coordenadas aproximadas y d£ dado por la estimaciôn 
minimos cuadrados
dx B (a'^PA)" a^’^ P dl
con dl^  “ ig ~ iç “ valor observado - valor calculado de la obser- 
vaciôn obtenido a partir de las coordenadas 
aproximadas 8.1.
El valor del vector de residuales ponderados y sin ponderar 
del ajuste dados en la tabla 8.4, y calculados a partir de las
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expresiones
V = A - d^
''Pi - Pi
siendo p^ el peso de la observacion i-ésima.
La varianza de peso unidad del ajuste dada por
s^ » (v.^ Pv)/ (m-n)
con m el numéro de observaciones y n el numéro de incognitas del 
ajuste.
La desviaciôn tipica del ajuste s^ ha sido (tabla 8.5)
s^ - 1.0150
para una observaciôn de peso unidad.
En la tabla 8.6 de dan los errores medios cuadraticos de las
incôgnitas en el ajuste, esto es, de la determinaciôn de las coor­
denadas, calculadas a partir de la matriz de varianzas-covarian- 
zas dada por
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Asi como las correspondientes elipses de error de los puntos de 
la red, definidas por su semieje menor, mayor y la orientaciôn 
del semieje mayor. En el grâfico 8.2 aparecen dibujadas con el 
programa ABELIl, que se discute en el apartado 10.
En la tabla 8.7 se dan los errores medios a priori de las
observaciones, los estimados por el ajuste, deducidos a partir 




También se determinan los errores medios cuadrâticos de los 
residuos, mediante
=vx “ - =11' <=vv>li ■ - =ll>il
siendo ( ) el elemento i-ésimo de la matriz ( ). Los residuales
tipificados se calculan por
^ i  = ''i/^v. '
Como se puede apreciar en las tablas 8.6 que se dan las elip­
ses de error estandars (no probabilisticas en cuanto a elipses de 
confianza), esto es, para pasar a elipses de confianza con un ni- 
vel de probabilidad del 95%, habria que multiplicar tanto el se­
mie je menor como el mayor, por 1.98, estân comprendidos los valo- 
res de sus parâmetros entre b = 0.054 metros, a = 0.065 metros, 
y b = 0.249 metros, a = 0.558 metros, que nos indica que local- 
mente la red de Portugal tiene una precision inferior a 10 centi- 
metros, y globalmente de unos 50 centimetros. En la tabla 8.7 
se dan los errores medios cuadrâticos de las observaciones des- 
pués del ajuste, oscilando los valores entre 0.03 metros y 0.09 
metros, que reafirma la precision local inferior a 10 centimetros 
de la red.
En cuanto a la detecciôn de errores groseros se ha usado el 
B-test de Baarda (Capitulo 4, Apartado 3). Para un nivel de pro­
babilidad del 99%, es decir, = 1%, el numéro critico de dete­
cciôn de errores es » 2.58, y las observaciones que verifican 
i v^ ( > Wo y que se pueden considérer erroneas a este nivel de 
confianza son:
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221 4028 4026 2.602
222 4029 4028 2.773
223 4029 4027 -2.775
226 4032 4092 -3.044
241 4033 4032 -3.174
375 4052 4051 2.760
520 4088 4034 3.145
533 4089 4088 2.651
655 4131 4017 -2.685
Para un nivel ■ 0.1%, el numéro critico es ■ 3.29 y 
ningûn residual tipificado es superior a este valor. Se ha con- 
siderado aqui este valor critico para la detecciôn de errores gro­
seros, y por lo tanto no se ha rechazado ninguna observaciôn.
En cuanto al estudio de la fiabilidad de la red segûn la teo- 
ria de Baarda (Capitulo 4, Apartado 3), habiamos definido el para­
métré QB de fiabilidad o control, por
.-1QB - 1 - Q - P
y los parâmetros de fiabilidad interna y externa, RX y RB por 
RX = (QB/(1 - Q B ) 7 w 
RB B (1/(1 - QB))^^^ V w
En este caso se ha tomado Vw b 3.44, correspondiente a un 
nivel de probabilidad b i% y /i » 80%.
Si una observaciôn estâ mal controlada por la geometria de
la red, QB — > 1, y por tanto RX, RB  > , pudiendose aplicar
el critério,
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QB > 0.9: RX,RB > 15. La observacion esta mal controlada
0.6 < QB < 0.9: 5 < RX,RB < 15. La observaciôn estâ controlada 
QB < 0.6: RX, RB < 5: La observaciôn estâ muy bien controlada.
Segûn los resultados del câlculo, solamente una observaciôn 
estâ mal controlada (tabla 8.7), es una distancia entre los puntos 
4029 y 4027, y QB * 0.921. El resto de las observaciones estân 
controladas o muy bien controladas, demostrândose que la red fun­
damental de Portugal es altamente fiable.
El parâmetro SB indica el error que hay que cometer en la ob­
servaciôn, para que a un nivel de probabilidad <  = 1% y una poten- 
cia del test ^  = 80%, para que el test de Baarda detecte un error 
grosero. Segûn la tabla 8.7 se necesita cometer un error entre 
1.7 y 3.0 segundos sexagésimales para detectar un error grosero 
en observaciones angulares, y de unas 10 ppm en observaciones de 
distancia. Salvo en la observaciôn mal controlada, que hay que co­
meter un error de 27.33 ppm para que el test B de Baarda detecte 
un error grosero.
Por ûltimo se ha determinado la fiabilidad total de la red 
mediante,
F = Z. QB^/m , m = nûmero de observaciones
resultando, F = 0.462, que demuestra la gran fiabilidad de la
red de primer orden de Portugal.
En la tabla 8.8 se dan las elipses de error relatives de las 
observaciones, mostrando que la precisiôn local de la red es in­
ferior a los 0.10 metros.
En cuanto al anâlisis estadistico de la red, a fin de con­
traster la bonded del modelo de minimos cuadrados aplicado en el
ajuste, se han realizado los tests de hipôtesis siguientes.
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1.- Test de varianza de peso unidad.
La varianza a priori del ajuste es s^ ■ 1, y la varianza 
estimada s^ ■ 1.0302. La hipôtesis nula es s^ » s^, siendo
aceptada si el radio s^/s^ < F g gg  ^gig «<5 ) ' i^^dicando por F la 
distribuciôn de Snedecor con (219, ) grados de libertad para un
nivel de significaciôn del 5%. Puesto que Fq gg (219 «o)* 1*^2, 
a un nivel del 5X se verifies la hipôtesis de igualdad de va- 
rianzas.
2.- Test de distribuciôn normal de residuales.
Para la aplicaciôn del test de contrastaciôn de la hipô­
tesis de normalidad de la distribuciôn de los residuos tipifica­
dos, se han considerado 14 clases de longitud 0.50 del intervalo
de la recta real (-3.50,3.50). La variable
2X “ ZT (n. - np. )/np.
i-1  ^  ^ ^
si se verifies la hipôtesis de normalidad de la distribuciôn de 
residuales, sigue una distribuciôn Jt'^  con trece grados de liber­
tad, siendo n^ el nûmero de residuales de la clase i, p^ la pro­
babilidad teôrica de la clase i y n el nûmero total de residuos.
Se han seleccionado 4 grupos de observaciones para la apli­
caciôn del test x^.
a.- Direcciones unicamente.
En la tabla 8.10 aparece la distribuciôn de los residuales 
en las clases especificadas anteriormente, siendo
X^ - 18.21 < J/q .95,13 “ 26.12
b .- Direcciones y distancias.
En la tabla 8.11 se da la distribuciôn de los residuos, sien­
do
= 15.54 < JCg gg = 26.12
c.- Direcciones y acimutes.
En la tabla 8.12 se da la distribuciôn de los residuos de 
este grupo, resultando
X^ = 17.89 < -Xq .95 13 “ 26.12
d.- Direcciones, distancias y acimutes.
En la tabla 8.13 se da la distribuciôn de los residuos, sien­
do
X^  . 15.37 < >Xq 95 3^3 - 26.12 
Por tanto, se acepta la hipôtesis de normalidad de los dis- 
tintos grupos de residuos tipificados.
3.- Detecciôn de posibles sistematismos en las observaciones.
Con el fin de detectar posibles sistematismos en los diferen- 
tes grupos de observaciones, se puede utilizer el test t de la si- 
guiente manera, sea
w = = media de los residuales tipificados del grupo
k de residuales. 
s^ = 2  - w)^/n|^(n3^ - 1) = la varianza de la media w.
Entonces el estadistico T definido por
T = w/s
sigue una distribuciôn t con (n^  ^- 1) grados de libertad. La hipô­
tesis a contraster es : w = 0, es decir, no hay sistematismos, y
be jo esta hipôtesis el estadistico T sigue una distribuciôn t, ,
' k“
Los resultados obtenidos para los tres grupos de observaciones 
son.
a.- Direcciones.
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w » 0.000000, s X 0.039 ---- > T - 0.00000 < 1.96
b.- Distancias.
w — 0.000183, s » 0.2415 ----> T - 0.00075 < tg 2.10
c .- Acimutes astronômicos.
w x-0.000230, s « 0.414 ---- > T = 0.00055 < Tg g - 2.77
Se acepta por tanto la hipôtesis , es decir, no hay siste­
matismos en ningûn grupo de observaciones.
4.- Anâlisis de compatibilidad entre los pesos de los distintos 
grupos de observaciones.
Para este fin se puede utilizar el test de Fisher en la for­
ma: Sea el estadistico F definido por
. ,1 - (iV>, I
(v^Pv). f . - f.
—  —  1 3 1
que sigue una distribuciôn F de Snedecor con (fj-f3^ ,f^ ) grados de 
libertad, siendo
(v^ P^v)j X Suma de cuadrados de residuos ponderados del grupo 
j-ésimo de observaciones. 
i * Suma de cuadrados de residuos ponderados del grupo 
i-ésimo de observaciones. 
fj X grados de libertad del grupo j-ésimo de observaciones 
f3^ X grados de libertad del grupo i-ésimo de observaciones
Se han hecho los siguientes grupos de observaciones, dire­
cciones - direcciones y acimutes y direcciones - direcciones y
distancias.
a.- Direcciones - direcciones y acimutes.
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En este caso el estadistico F toma el valor
F = 1 372.350 - 371.207 381 | g. , 3,^3
371.207 4
y puesto que, F g ^ 3^3^ = 5.63, se acepta la hipôtesis de com­
patibilidad entre los pesos de las observaciones de direcciôn y 
acimut.
b .- Direcciones - direcciones y distancias.
En este caso
F . I 381.100 - 371.207 381 j p . 1.73
371.201 18
y puesto que, F g = 1.92, se acepta la hipôtesis de com­
patibilidad entre los pesos de las observaciones de direcciôn y 
de distancia.
Estos resultados ponen en evidencia dos cosas importantes, 
la primera es la bondad de la red de Portugal, tanto desde el 
punto de vista de la precisiôn, como desde el de la fiabilidad.
El diseno de la red es bueno y el control en distancia o en es- 
cala de gran calidad. Ahora bien, el control en orientaciôn es 
pobre, aunque los acimutes que han entrado en la compensaciôn es­
tân muy bien observados. Para un control bueno en orientaciôn de 
la red de Portugal serlan al menos necesarios otros diez acimutes 
reciprocos homogeneamente distribuidos a lo largo de la red. AsI, 
se podrian tener precisiones globales del orden de los 30 centi­
metros. La segunda es la buena elecciôn de pesos para el ajuste, 
la bondad del modelo minimos cuadrados, puesto que los distintos 
tests utilizados asi lo han demostrado y la ausencia de sistema­
tismos en las observaciones, tanto de direcciôn, distancia y aci­
mutes astrnômicos. A continuaciôn se va a discutir la influencia 
del campo gravitatôrio terrestre en los resultados de la compen-
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saciôn, y que es totalmente imprescindible en la actualidad la co- 
rrecciôn tanto por desviaciôn de la vertical de las observaciones 
angulares, como la reducciôn de las distancias observadas en la 
superficie terrestre a la superficie del elipsoide de referencia. 
Pensemos que estas precisiones globales de las redes de triangu­
laciôn van a ser mucho mâs altas con la entrada en funcionamiento 
de las técnicas de satélites de interferometria de corta base, 
pudiendose hablar de precisiones globales inferiores a 0.10 metros 
para una red como esta. Como vamos a discutir a continuaciôn, la 
no consideraciôn de la desviaciôn de la vertical puede traer con- 
sigo sistematismos prôximos a los 0.05 metros en la determinaciôn 
de las coordenadas de los puntos de la red, que demuestra la gran 
importancia que juega a estos niveles de precisiôn la CONSidesa^I 
ciôn de esta correcciôn. Por otra parte la ondulaciôn del geoide 
juega también un papel fundamental en la reducciôn correcte de 
las observaciones al elipsoide de referencia, necesitàndose pre­
cisiones locales inferiores a 0.30 centimetros en la determinaciôn 
del geoide, y globales inferiores a 1 métro, y para una aplicaciôn 
correcta de las nuevas técnicas espaciales se necesitarian preci­
siones globales inferiores a 0.30 metros.
8.2.- Interpolaciôn de desviaciones de la vertical y. ondulaciones 
del geoide en la Red Fundamental de Portugal.
No en todos los vértices de la red de primer orden se han de­
terminado las componentes de la desviaciôn de la vertical, debido 
evidentemente a cuestiones de acceso a los vértices. Se ha proce­
dido por tanto a la interpolaciôn de las componentes de la des­
viaciôn de la vertical y de la ondulaciôn del geoide para dichos 
puntos.
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La interpolaciôn de las componentes de la desviaciôn de la 
vertical en los puntos de la red de primer orden en donde falta 
esta informaciôn, se ha hecho por predicciôn minimo cuadrâtica
segûn se describe en el capitulo 6. La funciôn de covarianza que
describe el proceso aleatorio viene dada por
Q(d) = PI + P2
siendo d la distancia que sépara los puntos de câlculo, Q la 
funciôn de covarianza, y los coeficientes estân dados por
PI - 10.4033, P2 » 14.5647
01 = -0.2250, 02 X -6.0000
En la tabla 8.11 se dan los resultados de la interpolaciôn 
de las componentes de la desviaciôn de la vertical en los puntos 
incôgnita, que pueden resumirse en la siguiente tabla.
NQ PUNTO LATITUD LONGITUD PSI ETA E .M.C
4142 402 02' -82 30' -5.83 -11.57 0.65
4073 412 22' -62 19' -2.56 15.14 1.71
4028 362 59' -72 52' -8.36 0.47 0.25
4064 412 53' -82 52' -5 .08 -9.73 0. 74
4026 372 06' -72 56' -14 .09 -7.03 0.17
4063 412 46' -82 48' -7.15 -7.81 0.15
4062 412 44' -82 27' -5.23 -8.36 0.08
4041 402 58' -72 59' -10.59 -5.98 0.07
4049 402 52' -82 17' -8.56 -9.28 0.04
4047 402 21' -72 11' -4.24 -8.07 0.13
4039 402 33' -82 12' -9.92 5.38 0.03
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N2 PUNTO LATITUD LONGITUD PSI ETA E.M.C
4033 392 55' -82 32' -11.67 -7.93 0.41
4022 372 42' -72 46' -6.31 -0.71 0.30
4009 392 32' -82 38' -5.82 -3.99 0.16
4092 392 35' -72 38' -9.55 -3.83 0.45
4084 392 42' -72 06' -6.78 -4.15 0.42
indicando por E.M.C. el error medio cuadratico en la determinaciôn 
de la desviaciôn de la vertical, que como puede observarse, excep- 
to para el punto 4073, en el que se esté extrapolando el valor 
de la desviaciôn de la vertical, los errores en la interpolaciôn 
son inferiores a 1 segundo sexagesimal. Se puede asegurar por tan­
to que la interpolaciôn ha sido rigurosa y los resultados acep- 
tables.
En cuanto a la interpolaciôn de la ondulaciôn del geoide en 
estos puntos se ha utilizado el método de aproximaciôn polinômica 
que se describe en el capitulo 5 de este trabajo.
Se ha ajustado un polinômio de grado 4 a los datos que se 
dan en la tabla 8.14, que son las componentes de la desviaciôn 
de la vertical en los puntos dato y en los puntos donde se ha 
interpolado este valor. Se ha tomado como punto conocido en on­
dulaciôn del geoide Melriça, con ondulaciôn del geoide de -30.11 
metros (véase capitulo 7).
Los resultados del ajuste, es decir, coeficientes del po- 
linomio de interpolaciôn, matriz de varianzas-covarianzas del 
ajuste y la varianza del ajuste se dan en la tabla 8.l'5 con un 
factor de proporcionalidad de 100.00.
Los autovalores de la matriz de varianzas-covarianzas de las
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incôgnitas (coeficientes del polinomio) se dan en la tabla 8.16, 
pudiendose ver los problèmes de configuraciôn que presentan los 
ajustes polinômicos, puesto que, mientras A 0.29 10® se
tiene que A = 0.11 10”®. Esto es, el condicionamiento de la 
matriz normal es muy malo para las aproximaciones polinômicas, 
dândose problèmes de estabilidad numérica en la inversiôn de 
dicha matriz, para la obtenciôn de la soluciôn por minimos cua­
drados. Los autovalores estân multiplicados por un factor de es­
cale con valor 100., y en la tabla 8.16 se dan los valores del 
mâximo autovalor, minimo autovalor, traza de la matriz de varian­
zas-covarianzas, G-OPTIMAL (1) es la traza dividido por el nû­
mero de coeficientes del polinomio a determiner, el condiciona­
miento de la matriz, el déterminante, y G-OPTIMAL (2) es raiz 
enésima del producto de los autovalores, siendo n el rango de 
la matriz normal.
Los resultados del ajuste se dan en la tabla 8.1%, en donde 
aparece la ondelaciôn del geoide interpolada y su error medio 
cuadrâtico en el ajuste polinômico. Los valores obtenidos para 
los puntos de interés han sido





















El error medio de los valores interpolados en ondulaciôn 
del geoide se mantiene en el mismo orden de precisiôn que la 
prôpia determinaciôn del geoide, por tanto se puede asegurar que 
la interpolaciôn, tanto de las componentes de la desviaciôn de 
la vertical, como de las ondulaciones del geoide es correcta, y 
los modèles empleados son consistantes con los datos.
Una vez determinadas las componentes de la desviaciôn de la 
vertical y las ondulaciones del geoide en todos los puntos de 
la red fundamental de Portugal, se va a realizar la correcciôn 
por desviaciôn de la vertical a las direcciones y acimutes de la 
red de primer orden de Portugal, y el paso de las distancias, 
que estân referidas a la superficie del elipsoide, a la superfi­
cie del geoide, con el fin de cuantificar numericamente la in- 
fluencia que dichas correcciones tienen en las redes geodésicas 
de primer orden.
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8 . 3 . -  Inf luencia de la desviaciôn de l a  vertical y. 1 1 .  ondulac iôn 
del geoide en la red de primer orden de Portugal.
Con los datos, componentes de la desviaciôn de la vertical, 
bien deducidas directamente por observaciôn o interpolados dados 
en la tabla 8.14, se ha procedido a la correcciôn de las dire­
cciones y acimutes por desviaciôn de la vertical, mediante la ex-
presiôn (Heistcanen, Moritz, 1985),
 ^ i senA^ j^ - ^ i cosA^ ^^ ) cotg^^^^
para una direcciôn o acimut observado entre los puntos i,j, sien­
do :
ij = valor observado 
^i' ^i * componentes de la desviaciôn de la vertical en el punto 
i.
A^ j^ = acimut de la linea geodésica que une los puntos i,j.
^ ij = distancia cenital entre los puntos i,j.
Los resultados de aplicar dicha correcciôn a las direcciones 
angulares y acimutes observados en la red de Portugal se dan en la 
tabla 8.18, obtenidos con el programa CORDVN, en la que aparece 
un listado de las observaciones corregidas por desviaciôn de la 
vertical.
Con estos nuevos valores de las observaciones se ha procedido 
a una nueva compensaciôn de la red de Portugal, dândose las coor­
denadas résultantes en la tabla 8.19.
La variaciôn de las coordenadas debido a esta correcciôn es 
pequena, y del orden de los 0.05 metros en los extremes de la red.
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Ahora bien, esta variaciôn segûn se muestra en la figura 8.3, 
en donde se han dibujado los desplazamientos en una serie de pun­
tos, no es sistemâtica, asi por ejemplo, entre los vértices 4064 
y 4058 en el Norte de Portugal, hay una variaciôn relative de 
unos 0.10 metros, que es una cantidad digna de tenerse en cuenta. 
Por otra parte Portugal es un pais de poca extensiôn y no exce- 
sivamente montanoso. Para Espana estas variaciones serian mucho 
mas fuertes, posiblemente cercanas a medio métro. Para una red 
clâsica estas cantidades entran dentro de los limites de error 
de las propias coordenadas, aunque un control por métodos espa­
ciales (interferometria de corta y media base) pondria en evi­
dencia estos errores debidos a la no consideraciôn del campo te­
rrestre en las observaciones angulares de la red.
Esto nos lleva inmediatamente a la fundamental importancia 
que en las redes de primer orden tiene esta correcciôn, aunque 
se efectûe unicamente a priori, y no dentro de un marco de geo- 
desia integrada.
En cuanto al estudio de la influencia de la distancia geoide- 
elipsoide en la reducciôn de las distancias de las redes clâsicas 
se ha realizado la siguiente simulaciôn.
Las distancias en los câlculos anteriores estaban reducidas 
a la superficie del elipsoide de referencia, pasândose con el 
programa CORDVN al geoide, mediante la correcciôn.
d^ X ô d = N d^/R,
siendo,
d^ = distancia sobre el elipsoide de referencia
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d = distancia sobre el geoide
N = ondulaciôn del geoide media entre los puntos de câlculo 
R * radio medio terrestre.
La variaciôn de las distancias por esta correcciôn se da en 
la tabla 8.20, y estâ en el orden de 3 a 5 partes por millôn para 
Portugal.
Con las distancias descorregidas por ondulaciôn del geoide 
se ha procedido a un nuevo câlculo de la red de Portugal, cuyos 
resultados pueden verse en la tabla 8.21, en donde se dan las 
variaciones sufridas por las coordenadas debido a la no reducciôn 
de las observaciones de distancia al elipsoide de referencia.
En la figura 8.4 se muestra un grâfico de dichas variaciones, 
en el que se puede apreciar el fuerte sistematismo producido, que 
llega en los extremos de la red a valores de 1.5 metros en la va­
riaciôn de las coordenadas.
En este caso no hay lugar a dudas sobre la importancia de 
una buena reducciôn de las observaciones de distancia efectuadas 
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CAPITULO 9
PROYECTO DE DETERMINACION DE GEOIDE PARA ESPANA.
Actualmente el Z.G.N. esta realizando la observaciôn de la 
red geodésica de primer orden, a base de trilateraciôn con mi- 
croondas exclusivamente, lo que présenta grandes ventajas en cuan- 
to a costo econômico. de tiempo y de personal, respecte a la clà- 
sica triangulaciôn. Las precisiones, aunque inferiores a las de 
triangulaciôn, pueden ser aceptables siempre que sea correcta 
las correcciones tipo meteoroiôgicas y la reducciôn al elipsoide 
de referenda tenga las garantias suficientes. Este hecho hace 
imprescindible la determinaciôn del geoide con un error de es- 
cala inferior a 1 métro y errores relatives entre vertices de 
primer orden en la determinaciôn del geoide inferiores a 0.30 
metros.
En este trabajo se han hecho operatives en ordenador distin- 
tos métodos para la interpolaciôn de las componentes de la des- 
viaciôn de la vertical y la determinaciôn del geoide astrogeodé- 
sico, probàndose en la zona test de Portugal, con una extension dt 
aproximadamente, la cuarta parte de Espaha y con menos zonas mon- 
tahosas. En estas condiciones el I.G.C. de Portugal se planteô 
en el ano 1976 la observaciôn si_stemâtica en vertices de la red 
de primer orden o en la de segundo o tercer orden, cuando la ob­
servaciôn no era posible en los de primero, de las componentes 
de la desviaciôn de la vertical en 128 puntos de estas redes, lo 
que da una densidad de un punto por cada 25-30 kms, segün las 
prescripciones de la Asociaciôn Internacional de Geodesia en 
estos temas. Ahora bien, la situaciôn geodésica de Espana respec­
te a Portugal es totalmente distinta, puesto que tienen sus 
redes de primero, segundo y tercer orden perfectamente senali-
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zadas y observadas, la red de nivelaciôn de alta precision también 
acabada y operativa. En nuestro pais se pasô de tener una geodesia 
de gran calidad hasta 1935, a una situaciôn lamentable que perdura 
hasta nuestros dias, y que se tardarâ tiempo en salir de ella. Tan 
tos aflos de abandono condujo a la pérdida de la red en porcentajes 
de un 80%, y a que a principios de los aôos 70 se elaborara un 
plan para la reobservaciôn y construcciôn de las redes planimétri- 
cas, asi como de la red de nivelaciôn de alta precisiôn.En estos 
quince anos de trabajos geodésicos con pocos medios econômicos en 
un principio, se ha ido desarrollando esta inmensa labor, que se 
puede traducir en numéros en: Construcciôn y observaciôn de 12000 
seAales de tercer orden, observaciôn de unos 2000 vertices de se­
gundo orden,y mâs de quinientos de primer orden. En estos momentos 
nos encontramos en la mitad del proyecto, esperando su terminaciôn 
para el ano 1992, a pesar de graves problèmes de tipo administra­
tive, puesto que la geodesia es una ciencia desconocida en los 
àmbitos administratives del Estado Espanol.
En cuanto a estudios de geoide realizados en Espana, el autor 
de esta memoria presentô en la V Asamblea Nacional de Geodesia y 
Geofisica celebrada en Madrid en 1983, es estado actual de los tra 
bajos en nuestro pais en este tema.
En Espana se han observado unas 50 estaciones astronômicas 
de primer y segundo orden, lo que ofrece una densidad de I punto 
por cada 100 kilômetros, con el agravante de que no estàn unifor- 
memente distribuidas, habiendo zonas totalmente desprovistas de 
esta informaciôn. En cuanto a geoide gravimétrico y astrogravimé- 
trico el temas es mâs grave, puesto que no se ha hecho apenas nada, 
si bien en el lAG de la Facultad de Ciencias Matemâticas se ha 
creado recientemente un grupo de trabajo para estudiar estos temas.
Pensemos.que para tener una densidad de puntos con desvia­
ciôn de la vertical similar a la de Portugal, y cumplir asi los 
requisitos tecnicos exigidos por la Asociaciôn Internacional 
de Geodesia, serian necesarios al menos en Espana unos 600 pun­
tos dato en desviaciôn de la vertical, lo que indica claramen- 
te que la cifra de 50 es totalmente ridicule para los fines 
que se persiguen. Ahora bien, como contrapatida a esta precaria 
situaciôn, en Espaha se ha observado una red de control a saté- 
lites TRANSIT con técnicas doppler,por los métodos de trasloca- 
ciôn y punto aislado,y reducidas las observaciones con efeméri- 
des précisas. Diverses estudios realizados por el autor han de- 
mostrado que la precisiôn en la determinaciôn de las coordenadas 
de estos puntos, respecte a un sistema casi-geocéntrico (NWL-9D). 
es del orden de 1 métro, lo que nos indica que se puede hacer 
un control del geoide astrogeodésico a base de introducir ob­
servaciones de diferencia de ondulaciôn de geoide,determinadas 
a partir de la red de orden cero ( Alfonso Nûnez-Garcia del 
Pozo, 1983 a,b). En estos trabajos se han determinado los parâ- 
metros locales de transformaciôn ôptimos para la red de Espana 
por el método de Badekas-Molodenskii, y por tanto las alturas 
geoidales pueden transformarse del DATUM de satélites al DATUM 
geodésico local vigente en Espana. Esta red de control tiene 
en la actualidad 15 puntos pertenecientes a la red de primer 
orden, que son suficientes para el control del geoide y que con 
una buena distribuciôn y numéro de puntos dato en desviaciôn de 
la vertical, permitirian obtener un geoide con las garanties de
precisiôn que se exigen en la actualidad a este tipo de traba­
jos.
Por otra parte, la observaciôn de 600 puntos astronômicos 
de segundo orden, parece en la actualidad un trabajo inaborda­
ble para el I.G.N., dedicado plenamente en su parte geodésica 
a la observaciôn de la red de primer orden y de orden inferior. 
Es por tanto necesario, vista la necesidad urgente del conoci- 
ffliento preciso de las cotas geoide-elipsoide en nuestro pais, 
el realizar un proyecto coherente con los medios disponibles, 
de determinaciones astronômicas de segundo orden, aûn cuando el 
espaciamiento medio entre las estaciones no sea inferior a 50 
kilômetros, pero que en breve plazo dé una soluciôn al gravisimo 
problema actual.
Se ha hecho un estudio local de la precisiôn que pueden
dar distintas configuraciones en la determinaciôn del geoide por
el método de Kelmert con técnicas de simulaciôn, dependiendo del 
espaciamiento de las estaciones, tipo de terreno, en donde se 
realice la aproximaciôn lineal de Helmert, que depende evidente- 
mente de la variaciôn de la desviaciôn de la vertical, mucho mâs 
fuerte en zonas montanosas. Desgraciadamente, aunque la preci­
siôn es un parâmetro fundamental en cualquier trabajo geodési­
co, no es el ûnico, existiendo otros factores mâs importantes 
desde el punto de vista prâctico, taies como costos, personal, 
plazos de tiempo, etc. Es desde este prisma con el que se ha 
hecho el enfoque de este proyecto, pensando sobre todo en dar 
una respuesta al problema con los medios disponibles, en pla­
zos de tiempo no demasiâdo largos.
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La observaciôn astronômica de segundo orden para la deter­
minaciôn latitud y longitud, bien por los métodos de Sterneck y 
Mayer, o por alturas iguales, necesita de varios requisitos de 
orden prâctico: Las estaciones donde se realice la observaciôn 
han de ser preferiblemente vértices de primer orden, para evi- 
tar futures interpolaciones. Esto,en muchas ocasiones no es po­
sible por condicionantes de tipo morfolôgico, o bien por la prû- 
pia construcciôn del vértice. Han de ser puntos accesibles para 
vehiculos todo terreno, lo que para un pais montanosos como Es- 
paAa es un serio inconvénients, puesto que alrededor de un 40% 
de los vértices de nuestra red de primer orden no son accesibles, 
habiendo zonas en que encontrar puntos de cualquier orden para 
hacer observaciôn astronômica puede ser un grave problema. Los 
puntos astronômicos han de estar distribuidos homogeneamente 
con el fin de que no queden zonas desprovistas de informaciôn 
en desviaciôn de la vertical y la configuraciôn de la red astro- 
geodésica sea buena. Las épocas de observaciôn han de seleccio- 
narse con cuidado en funciôn de las zonas de trabajo y de sus 
peculiaridades climatolôgicas. Estas breves consideraciones ha- 
cen que la operaciôn desde un punto de vista logîstico sea com- 
plicada, teniendo que tener en cuenta factores importantes como, 
costos, plazos de tiempo, personal técnico, precisiôn, etc. A 
continuaciôn se va a hacer una exposiciôn breve pero concise de 
la impertancia geodésica de la determinaciôn del geoide.
En Espana la red geodésica de primer orden se ha observado 
y seguirâ observandose con métodos tradicionales, esto es, a 
base de triangulaciôn y trilateraciôn, realizandose el control
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en escala y acimut con medidas de lados con laser y acimutes as­
tronômicos y con observaciones espaciales. Por tanto se tienen 
los siguientes tipos de observaciones.
a.- Direcciones acimutales. Las observaciones angulares de dire- 
cciôn han de ser transformadas al sistema geodésico de referen- 
cia. puesto que el teodolito se nivela respecto de la llnea de 
la plomada que pasa por el lugar de observaciôn. Esta corre- 
cciôn para lados de primer orden. cuya distancia cenital es prô- 
xima a 90s, puesto que, la posible diferencia en altitud respec­
to a la distancia es una cantidad pequeüa, suele despreciarse 
en los câlculos de triangulaciones, pues no suele sobrepasar 
la décima de segundo, cantidad menor que el propio error de la 
observaciôn angular. No obstante,en grandes triangulaciones la 
no correciôn de las observaciones angulares por desviaciôn de 
la vertical puede introducir sistematismos de cierta importan- 
cia, que se pueden traducir en el orden de decimetros en las 
coordenadas compensadas de la red. En este trabajo hemos hecho 
el estudio de su influencia en la red de Portugal, llega'ndose 
a variaciones del orden de los 5-8 cms en los extremos de la 
red de triangulaciôn. Ahora bien, Portugal es un pais poco ex­
tenso y relativamente llano, por supuesto mucho mâs que Espa- 
na. Digamcs a titulo de ejemplo, que en zonas montanosas.donde 
la desviaciôn de la vertical puede tomar valores del orden de 
los 20”, para una visual de cenital de 89& la correcciôn es
ctg Z - 0V35
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siendc ^ l a  ccrreccion a la observaciôn angular y Z la distan­
cia cenital. Teniendo en cuenta que ^  es del orden de la pre­
cisiôn que se obtiene en la determinaciôn de los ângulos en una 
vuelta de horizonte (estimada entre 0'.'3 y 0V6 segûn el método 
de observaciôn), es obvio de la necesidad geodésica de introdu­
cir la desviaciôn de la vertical en câlculos de grandes triangu­
laciones .
b.- Observaciones de distancia. En cuanto a las observaciones 
de distancia, fundamentales en la actualidad, ya que gran parte 
de la red de primer orden se ha observado y se observarâ a base 
de trilateraciôn exclusivamente, el conocimiento de la ondula­
ciôn del geoide,para una correcta reducciôn de las distancias 
observadas en la superficie de la tierra a la superficie de re- 
ferencia geodésica es fundamental,y mâs importante que en el 
caso anterior. La precisiôn de los aparatos de medida de dis­
tancias se puede estimar en 1-2 partes por millôn para los que 
utilizan laser como onda portadora y de 2-4 partes por millôn 
para los que utilizan ondas electromagnéticas, dependiendo de la 
bondad de los datos mete orolôgicos. Consideremos una distancia 
media de primer orden de 40.000 metros y un valor medio de la 
ondulaciôn del geoide para EspaAa en DATUM RE-50 de -30 metros. 
La no consideraciôn de la ondulaciôn del geoide se traduce en 
un error <Ts, dado por (C.L. Kerry, P. Vanicek, 1973)
é" s «(-cTjg / R ) s « 0.20 metros
siendo ^ el error en la ondulaciôn del geoide y R el valor 
medio del radio terrestre para la zona. El error introducido
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es de 5 partes por millôn, que para una red geodésica de 1000 
kilômetros de extensiôn produciria distorsiones de 5 metros.
Supongamos que el error introducido en la ondulaciôn del 
geoide es de 2 metros, entcnces,
S 6 "(- / R ) s m - 0.02 metros
esto es, 0.5 partes por millôn, cantidad tampoco despreciable 
para grandes redes.
Por tanto, la determinaciôn del geoide con ciertas garan­
tias es imprescindible para una correcta reducciôn de las dis­
tancias observadas sobre la superficie terrestre al elipsoide 
de referencia. Un estudio de errores sistemâticos debidos a la 
no consideraciôn de la distancia geoide-elipsoide en la redu­
cciôn de las observaciones se puede encontrar en P. Meissl,1973.
c.- Observaciones de acimut astronômico. En cuanto a las obser­
vaciones de acimut astronômico el conocimiento de la componente
0 de la desviaciôn de la vertical es imprescindible para efec- 
tuar la correcciôn de Laplace, que pasa del sistema astronômico 
local al sistema geodésico. Por tanto los puntos donde se han 
observado acimutes astronômicos han de ser necesarlamente pun­
tos dato en desviaciôn de la vertical.
d.- Observaciones espaciales. Segûn se ha repetido en numerosas 
ocasiones a lo largo de esta memoria, el producto final de una 
observaciôn a satélites por técnicas doppler son las coordena­
das en un sistema tridimensional (X,Y,Z),o las correspondientes 
geodésicas ( Y , 1 ,h), respecto de un sistema geocéntrico de refe­
rencia. Conocida la cota ortométrica del punto en cuestiôn H,
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la ondulaciôn del geoide respecto del DATUM de satélites es 
Njj ■ h - H, y por tanto se tienen ondulaciones del geoide di- 
rectamente. Para la utilizaciôn de las observaciones espaciales 
en redes clàsicas, como control de estas, es necesario conocer 
la ondulaciôn del geoide respecto al DATUM geodésico N^, con el 
fin de poder establecer una comparaciôn honogenea entre las 
coordenadas referidas a ambos sistemas de referencia.
En un futuro inmediato la entrada en funcionamiento de 
técnicas de interferometria con observaciôn a satélites,como 
control de redes geodésicas, tanto planimétricas como altimé- 
tricas, con precisiones sobre bases de hasta 100 kilômetros de 
orden centimétrico y quizâs menores, va a suponer que el cono­
cimiento de la superficie del geoide sea fundamental para la 
aplicaciôn correcta y coherente de estos métodos en la mejora 
de las redes geodésicas clàsicas.
Ademâs de las necesidades de carécter geodésico aqui ex- 
puestas, y que deberian ser mâs que suficientes para tomarse 
el tema en serio, Espana es miembro de las comisiones de la 
Asociaciôn Internacional de Geodesia RETrig, REUN y Determina­
ciôn del Geoide en Europa, cuyo représentante es el autor de 
esta memoria, que siente gran preocu^»aciôn por la situaciôn 
actual, no en cuanto a nivel teôrico, puesto que en estos ûl- 
timos anos se han desarrollado en Espana una infraestructura 
de software y desarrollo cientifico de problèmes geodésicos. 
que nos cclocan a la altura de otros paises europeos de reco- 
nocido prestigio geodésico. Pero a nivel prâctico la situaciôn 
es totalmente distinta, y esta es una ciencia que sin obserra-
clones poco o nada puede hacerse. .
Evidenciada la necesidad de tener un geoide en Espana equi- 
parable al de otros paises europeos que nos rodean, en un plazo 
de tiempo razonable, y no perder definitivamente y por muchos 
anos el nivel de la geodesia practice en Europa en temas de la 
trascendencia de este para la infraestructura de un pais integra- 
do en la Comunidad Econômica Europea.
En cuanto a la precisiôn en la determinaciôn del geoide as­
trogeodésico depende exclusivamente del espaciamiento de las es­
taciones astronômicas y las caracteristicas del terreno, puesto 
que los posibles errores en la determinaciôn por observaciôn de 
las coordenadas astronômicas no han de ser superiores a 1", siem­
pre que se observen por personal adecuado y una instrumentaciôn 
moderna y perfectamente contrastada, y los errores en las coorde­
nadas geodésicas son despreciables para estos fines en cualquier 
red moderna.
El espaciamiento es por tanto el parâmetro fundamental en 
cuanto a la determinaciôn de un geoide astrogeodésico, dependien­
do en gran mediad de las zonas de ubicaciôn de los puntos dato 
astrnômicos, puesto que la variaciôn de la desviaciôn de la ver­
tical es mucho mâs fuerte en zonas montanosas que en zonas lia­
nas, y por tanto se introduce un error mayor en la aproximaciôn 
lineal de Helmert.
Espana es un pais muy montahoso y se requeriria gran cantidad 
de estaciones astrnômicas para una determinaciôn rigurosa del geoi 
de.
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Las expresiones (3.2.5) y (3.2.7) dan los errores intro- 
ducidos en la determinaciôn del geoide por los propios errores 
en las coordenadas astronômicas y por la interpolaciôn,
* d N  “ ® ( cos^t s^ + s ^  )^^^ / 2 JT
Ej < s S^C^sen 1" / 6
pudiendose calculer por la expresiôn (3.2.9)
^ i+i>/2 - 6 i
Asi por ejemplo, para s « 50 )cms y una variaciôn de la 
desviaciôn de la vertical » 3", con s^ - - 1" en una
latitud de 40fi, se tiene
s^ jj ■ 0.11 metros
Ej < 0.12 metros.
Lo que nos indica que en zonas en donde la variaciôn de la 
desviaciôn de la vertical no es fuerte (zonas lianas) el error 
debido a las coordenadas astronômicas y el de interpolaciôn 
son del mismo orden. Supongamos una zona montanosa donde la 
variaciôn de la desviaciôn de la vertical es 10”, entonces 
para los mismos datos anteriores se tiene
®A N “ ® m é t r o s  
Ej < 0.40 metros.
pudiendose apreciar la influencia del terreno en el error de 
interpolaciôn Ej.
Con el fin de estudiar la precision local en la determina­
ciôn de un geoide astrogeodésico, se ha considerado una red ideal 
de puntos dato en desviaciôn de la vertical con très hipôtesis 
distintas en cuanto a separaciôn de las estaciones, 40, 50 y 
60 kms, de acuerdo con lo que puede ser a corto plazo el dise- 
flo de una red astrogeodésica para Espana. Se han hecho también 
très hipôtesis en cuanto a precisiôn en la determinaciôn del 
geoide, s^ * 1 métro/ 50 kms, 1 métro/ 100 kms y 1 metro/150 kms. 
Se han empleado técnicas de simulaciôn en cuanto a determinar 
la precisiôn.en funciôn de los paramètres anteriores, de la de­
terminaciôn de la ondulaciôn del geoide en los puntos de la 
red.
Recordando el capîtulo 4.6 en donde se discutian las téc- , 
nicas de simulaciôn, la matriz de diseho o conf iguraciôn de
la red astrogeodésica A, queda definida por la situaciôn de
los puntos dato en desviaciôn de la vertical y por las seudo- 
observaciones o enlaces entre dichos puntos (figura 9.1), la 
matriz de pesos P queda definida por las precisiones que se 
suponen a priori s^, y por tanto la matriz normal N = (A^PA) 
es perfectamente conocida. La matriz cofactor que coincide con 
la matriz de varianzas-covariantas de la estimaciôn de al on­
dulaciôn del geoide.cuando la varianza estimada del ajuste es 
la unidad, esto es, cuando la matriz de pesos P es consistence 
con la realidad, viene dada por
» (A^PA)"^ para una red con pur.tcs fijos
* (A^PA)'*' para una red libre,
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pudiendose por tanto determinar en funciôn de las hipôte­
sis enunciadas anteriormente, configuraciôn de la red y pre­
cisiôn a priori.
Se han considerado para este estudio dos hipôtesis distin­
tas, red libre, es decir, sin puntos fijos, en donde el punto 
libre de error es el baricentro de la figura, y la hipôtesis^ 
en la que el punto 1 de la red tiene la ondulaciôn del geoide 
conocida. El programa de câlculo automâtico utilizado para la 
simulaciôn es PRO GEO descrito en el capitulo 10, apartado 2, 
y las salidas de ordenador résultantes del calcule en el apén- 
dice correspondiente (resultàdos del câlculo Proyecto del Geoi­
de para Espaôa). Los resultàdos pueden sumarizarse en el caso 
en que Sj^  » 1 métro en 150 kms de lînea de nivelaciôn astrogeo­
désica, puesto que los otros dos casos, s^ « 1 métro/ 50 kms 
y Sj^j * 1 metro/100 kms, se deducen inmediatamente del anterior, 
multiplicando las desviaciones tipicas del ajuste para los pun­
tos de la red ,por 2 y 1.5 respectivamente.
Los resultàdos para las configuraciones de lados 40, 50 
y 60 kms se dan en las tablas 9.1 y 9.2 correspondientes al 
câlculo en hipôtesis de red libre y con en punto 1 fijo. La 
matriz de pesos P es diagonal y sus elementos p^ « 1/ s^, 
siendo s^ la distancia entre los puntos que definen la seudo- 
observaciôn i-ésima. Esta elecciôn del sistema de pesos se ha 
hecho en base a los resultàdos obtenidos en la determinaciôn 






50 kms 60 kms
1 0.22 0.28 0.34
2 0.17 0.21 0.26
3 0.16 0.20 0.24
4 0.19 0.23 0.28
5 0.17 0.21 0.26
6 0.13 0.16 0.19
7 0.13 0.16 0.19
8 0.16 0.20 0.24
9 0.16 0.20 0.24
10 0.13 0.16 0.19
11 0.13 0.16 0.19
12 0.17 0.21 0.25
13 0.19 0.23 0.29
14 0.16 0.20 0.24
15 0.17 0.21 0.25
16 0.22 0.28 0.33
Tabla 9.1
NS PUNTO DISTANCIA
40 kms 50 kms 60 kms
1 0.00 0.00 0.00
2 0.21 0.27 0.32
3 0.27 0.34 0.41
4 0.31 0.39 0.47
5 0.21 0.27 0.32
6 0.24 0.30 0.36
7 0.28 0.34 0.34
8 0.31 0.38 0.46
9 0.27 0.34 0.41
. 10 0.28 0.34 0.41
11 0.30 0.37 0.44
12 0.32 0.41 0.49
13 0.31 0.39 0.47
14 0.31 0.38 0.46
15 0.32 0.41 0.49




Estudiadas las precisiones que ofertan distintas configuracio 
nes, se va a définir un proyecto de determinaciôn del geoide en 
EspaAa, de acuerdo a consideraciones de tipo técnico. sino realîs- 
ticas en cuanto a las pcsibilidades de orden material, con el fin 
de que el proyecto pueda realizarse en un plazo no superior a cin- 
co anos.
Se ha considerado la red fundamental de primer orden de Espa­
Aa y sobre puntos de esta, que evidentemente, en ocasiones habrâ 
que varier, por otros cercanos de segundo o tercer orden, dada la 
no accesibilidad con vehiculos todo terreno de estos vértices. La
configuraciôn de la figura puede verse en el grâfico 9.2.
Se han elegido 235 puntos de forma homogenea, algunos de los 
cuales ya tienen desviaciôn de la vertical ( aquellos cuyos numé­
ros no empiezan por la cifra 8 ), con el fin de tener una distan­
cia promedio de unos 50 kilômetros. En la tabla 9.3 se dan los 
nombres, numéros y coordenadas aproximadas de los puntos seleccio- 
nados.
En el grâfico 9.2 aparece la configuraciôn de la red astrogeo 
désica formada por estos vértices, que se ha intentado optimizar, 
desde el punto de vista de triângulos bien conformados, es decir, 
que no tengan ângulos inferiores a 252.
Para una distancia media de 50 kilômetros se ha supuesto un
error a priori de 0,40 metros, en concordancia con los resultàdos 
expuestos anteriormente, y la ponderaciôn se ha dado con el crite- 
rio,
p = (50/d)^ (0.40)^
- 1 8 :
siendo d la distancia en kilômetros entre los puntos que definen 
la observaciôn. Por tanto la desviaciôn tipica a priori viene da­
da por
s • 0.40 d/50 metros (9.1)
que parece realista y concordante con el error de interpolaciôn 
de la fôrmula de Helmert y el propio de las determinaciones astro­
nômicas .
Se han estudiado varias soluciones a base de simulaciones. La 
primera es una soluciôn donde se han considerado unicamente datos
astroqeodésicos, es decir, componentes de la desviaciôn de la ver—
?
tical. La segunda soluciôn se ha hecho considerando datos doppler, 
es decir, diferencias de altitud u ondulaciones del geoide prove- 
nientes de observaciones de satélites. La tercera soluciôn y que 
puede ser la mâs interesante en un futuro cercano, se basa en una 
red de control observada con GPS, que consta de 28 puntos, unidos 
por una red de observaciones (diferencias de altitud), deducidas a 
partir de las observaciones GPS.
Discutiremos a continuaciôn los resultàdos obtenidos por las 
très soluciones.
a.- Proyecto con unicamente datos astroqeodésicos.
La red astrogeodésica se compone de 235 puntos con 639 obser­
vaciones entre ellos formando una malla de triângulos disjuntos 
(grâfico 9.2). Segûn se ha dicho anteriormente los errores medios 
a priori estân dados por (9.1).
Se ha considerado para la simulaciôn un punto fijo, el vérti­
ce Casar con coordenadas *f * 402 41', A « -32 26', que esté cen- 
trado en la Peninsula. Los resultàdos completes de la simulaciôn 
pueden encontrarse en el listado correspondiente, en el apartado 
de salidas de ordenador oara el crcvecto deceoide para Espana.
En la tabla 9.4 se dan los errores medios cuadràticos en la 
determinaciôn del geoide, oscilando entre los 0.20 metros para los 
puntos centrales y 0.55 metros para los puntos extremos. Estas pre 
cisiones locales y globales, estân de acuerdo con lo expuesto para 
tener un geoide digno en Espana.
los errores medios de las observaciones oscilan entre 0.15 y
0.30 metros, dependiendo evidentemente, del espaciamiento de las 
estaciones que definen la observaciôn. Estas precisiones locales 
son suficientes para una correcta reducciôn de las observaciones 
efectuadas sobre la superficie terrestre al elipsoide de referen­
cia.
En cuanto a la fiabilidad de la red se puede afirmar que: UN 
error grosero es detectado a un nivel de probabilidad del 1% y 
con una potencia del test de Baarda del 80%, entre limites de 1.30 
métros y 3.00 metros,en error en la ondulaciôn del geoide, segûn 
nos indica el parâmetro SB de la salida de ordenador.
La fiabilidad total de la red es 0.37, lo que nos indica que 
la red astrogeodésica es muy fiable, no habiendo observaciones mal 
controladas por la geometria de la red, conf irméndcse por tanto, 
que el proyecto definido esté bien elaborado desde este punto de 
vista fundamental.
b.- Proyecto de geoide con datos astroqeodésicos y floppier.
Vamos primero a decir una serie de cuestiones ce fundamental 
importancia respecto del floppier que se ha hecho en Espana en es­
tes ûltimcs anos. El Institute Geogrâfico Nacional y en particular 
EU Servicio de Geodesia, ha estado utilizando para observaciones 
por técnicas doppler a satélites, receptores de la casa JMR, y soft 
ware para realizar los calcules,de la misma casa ccrercial nortea- 
mericana. ccr. mâs de doce anos ce anticuedad. Les métodos ce cbser-
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vaciôn utilizados han sido el de punto aislado y traslocacion, re- 
duciendose las observaciones con efemérides précisas en el primer 
caso, y con efemérides transmitidas por el satélite en el segundo. 
El software utilizado para el câlculo para ambos métodos de obser­
vaciôn esté desfasado y ademâs no es de excesiva calidad, en com­
paraciôn con otros programas elaborados en distintas partes del 
mundo, y los errores en la determinaciôn de las coordenadas de la 
estaciôn son del orden de unos 2-3 metros como ha demostrado la 
repetibilidad de observaciones en los mismos puntos y distintas 
épocas. Con software apropiado, e instrumentaciôn perfectamente 
calibrada en frecuencia, se pueden hoy en dia alcanzar precisiones 
inferiores a 0.30-0.50 metros sobre bases de 300-500 kms, vâlidas 
para aplicaciones geodésicas en Europa. Dicho en otras palabras, 
con los resultàdos obtenidos, la geodesia floppier que se hace 
en Espana no es aplicable para fines geodésicos de control de re­
des, puesto que se obtiene mâs precisiôn con los métodos clâsiccs 
a nivel global (de pais), que la ofertada por el doppler. Idénti- 
ca situaciôn se tiene para determinaciôn del geoide, pues como se 
ha visto, la determinaciôn clâsica es mâs précisa globalmente que 
las técnicas de satélites doppler.
Por otra parte, las observaciones floppier, permiten conocer 
la altitud h del punto sobre el elipsoide de referencia de saté­
lites. Es necesario por tanto, para determinar la ondulaciôn del 
geoide, concer la cota ortométrica H con una precisiôn global 
inferior a 0.20 metros.Aqui se suscita otro problema grave, puesto 
que la red de nivelaciôn en Espana es incapaz de garantizar estas 
precisiones globales, puesto que aunque la antigua red de nivela- 
ciones ha sido compensada por REUN con técnicas siempre rigurosas
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dentro de la geodesia europea, tiene varias causas que vamos a ex- 
plicar brevemente. Primero, no existe en Espana una red de mareô- 
grafos como control de la red de nivelaciôn, pues en la actualidad 
solamente esta en funcionamiento el mareôgrafo de Alicante. Segun­
do, las cotas que se estàn calculando no son geopotenciales, es 
decir, no se introduce la gravedad en las lineas de nivelaciôn, 
con el fin de independizar la nivelaciôn del camino recorrido. Es­
te hecho lamentable puede tener decisi'va inf luencia sobre todo, en 
terrenos montanosos. Tercerc, gran parte de la antigua red de ni­
velaciôn se ha perdido y las senales que quedan no tienen cotas 
homogeneas con la nueva red, creândose auténticos problèmes en mu­
chas ocasiones, a la hora de decidir cual es la cota de una deter- 
minada senal de nivelaciôn.
De lo expuesto anteriormente se puede concluir en que,para 
que las técnicas doppler sirvan como control de geoide, es necesa­
rio precisiones inferiores a 0.50 metros en distancias de 500 ki­
lômetros, y segundo, la red de nivelaciones tiene que garantizar 
precisiones globales inferiores a 0.20 metros. Digamos finalmente 
que estas dos exigencias pueden y deben ser cumplidas si los tra­
bajos se hacen coherentemer.te y de forma cientif ica.
Suponiendo que se dan ambas condiciones, se han hecho simula­
ciones sobre la misma red astrogeodésica ,controlada por una red de 
ppler. Los puntos doppler escogidos estàn senalados en el grâfico 
9.3, y coinciden con la red doppler que se ha observado. Estos 
puntos^son vértices también de la red de primer orden,y se han 
efectuado en ellos observaciones con técnicas doppler por punto 
aislado y reducidas las observaciones con efemérides de précision.
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nfi punto vértice latitud longitud
3055 Altos Galapagar 405 33' -35 58'
4164 Lagoa 435 33' -85 14'
4038 San Fernando 365 28' -65 12'
4100 Banos 415 03' -25 50'
4269 Salou 425 04' 15 10'
4212 Loma Negra 425 01' -15 22'
4010 San Vicente 425 01' -55 23'
4047 Quintanilla 425 13' -35 52'
4001 Penas 435 39' -55 51'
4015 Corral 405 49' -55 37'
Las observaciones introducidas en la red astrogeodésica son: 
3055-4164, 3055-4100, 3055-4269, 3055-4212, 3055-4010, 3055-4047, 
3055-4001, 3055-4015.
Se han supuesto dos hipôtesis de ponderaciôn para las obser­
vaciones de diferencia de ondulaciôn del geoide doppler. La pri­
mera hipôtesis supone una precisiôn de 0.50 metros y la segunda 
de 0.25 metros.
b.1.- Primera hipôtesis.
Se ha supuesto una précision a priori para las diferencias de 
ondulaciôn doppler de 0.50 metros, teniendose las mismas hipôtesis 
de ponderaciôn para las observaciones astrogeodésicas de nivela-.' 
ciôn. Los errores medios cuadràticos en la determinaciôn del geoi­
de se dan en la tabla 9.5, y estân comprendidos entre 0.15 metros 
y 0.50 metros, que como se puede apreciar no son una mejora sus- 
tancial a los resultàdos del apartado a, cuando el geoide se de- 
terminaba a base de nivelaciôn astrogeodésica unicamente. Evider- 
temente el contre! con estas precisiones es ruy debil.
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Los errores medios cuadràticos de las observaciones tienen 
segûn el listado que se adjunta , las mismas precisiones que en 
el apartado a. En cuanto a la fiabilidad tampoco hay mejora, y 
para un nivel de probabilidad del 1%. con una potencia del 80%, 
el test de Baarda détecta un error grosero en las observaciones 
doppler, cuando los errores estân comprendidos entre 1.20 y 2.00 
metros, que indica que el control no es efectivo.
Ahora bien, existen otras posibilidades para el control con 
doppler. Aqui hemos supuesto que las observaciones estân hechas 
con punto aislado. Si se hubiesen empleado técnicas de observa­
ciôn multiestaciôn, se tendrîan auténticas observaciones entre 
puntos de la red doppler, esto es, una red a compensar por mini- 
mos cuadrados. Este caso lo vamos a estudiar para un futuro con­
trol a base de GPS, que evidentemente ha de ser mucho mâs efecti­
vo que este, puesto que las precisiones que ofertan los métodos 
interferométricos de corta base ,con observaciôn a la constelaciôn 
de satélites GPS.son mucho mâs elevadas que las obtenidas por téc­
nicas doppler.
b.2.- Segunda hipôtesis.
En la segunda hipôtesis se han supuesto precisiones a priori 
para las diferencias de ondulaciôn de geoide dopppler de 0.25 me­
tros, que evidentemente no son realistas en la actualidad.
La mejora de los resultàdos tampoco es demasiado grande, por 
lo que decididamente nos inclinamos a pensar como ûnica soluciôn 
posible de control para geoides locales (con extensiôn menor de 
lOOOkilômetros ) las técnicas GPS.
En la tabla 9.6 se dan los errores medios cuadràticos en la
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determinaciôn del geoide.
c.- Proyecto de geoide con datos astrogeodésicos y GPS.
En este apartado vamos a discutir el control de geoide median 
te observaciôn con técnicas de interferometria de corta base a la 
constelaciôn de satélites GPS.
Experiencias hechas con el GPS y observaciôn con macrômetros 
V-1000 en Alemania Federal durante los anos 1983, 1984 y 1985, en 
la red de primer orden, han demostrado de forma convincente la ca- 
pacidad de estos métodos de observaciôn. Con datos, diferencias 
de coordenadas en un marco tridimensional se procediô a la com- 
pensaciôn de*la red observada, cbnstituida por 6 vértices y 36 ob­
servaciones (Schwintzer, P. Y otros, 1985). Los resultàdos fueron 
superiores a lo esperado (Nûnez Garcia del Pozo, Alfonso, 1986), 
puesto que se obtuvieron precisiones del orden de los 4 cms en la 
determinaciôn de las coordenadas y un resultado de fundamental im­
portancia. Las observaciones efectuadas sobre lados de 30 a 96 
kilômetros, no demostraron que su precisiôn fuese un factor donde 
la distancia tuviese gran trascendencia, es decir, las precisiones 
ofertadas por el GPS parecen depender poco de la distancia entre 
los puntos que definen la observaciôn.
Ante estos resultàdos se ha proyectado una red GPS para una 
futura observaciôn de lados medios de 150 kilômetros aproximada­
mente que sirva de una red de control para la geodesia de Espana, 
no unicamente para fines de geoide, sino para la propia triangula- 
cién y la red de nivelaciôn de alta précision.
Por otra parte, la experiencia en Hessen (Alemania) se hizo 
con les equipos V-1000, que trabajan con una sola frecuencia y sc-
determinaciôn del geoide.
c.- Proyecto de geoide con dates astrogeodésicos y GPS.
En este apartado vamos a discutir el control de geoide median 
te observaciôn con técnicas de interferometria de corta base a la 
constelaciôn de satélites GPS.
Experiencias bêchas con el GPS y observaciôn con macrômetros 
V-1000 en Alemania Federal durante los anos 1983, 1984 y 1985, en 
la red de primer orden, ban demostrado de forma convincente la ca- 
pacidad de estos métodos de observaciôn. Con datos, diferencias 
de -coordenadas en un marco tridimensional se procediô a la com- 
pensaciôn de"la red observada, constituida por 6 vertices y 36 ob- 
servaciones (Scbwintzer, P. Y otros, 1985). Los resultados fueron 
superiores a lo esperado (Nûnez Garcia del Pozo, Alfonso, 1986), 
puesto que se obtuvieron precisiones del orden de los 4 cms en la 
determinaciôn de las coordenadas y un resultado de fundamental im- 
portancia. Las observaciones efectuadas sobre lados de 30 a 96 
kilômetros, no demostraron que su precisiôn fuese un factor donde 
la distancia tuviese gran trascendencia, es declr, las precisiones 
ofertadas por el GPS parecen depender poco de la distancia entre 
los puntos que definen la observaciôn.
Ante estos resultados se ba proyectado una red GPS para una 
futura observaciôn de lados medios de 150 kilômetros aproximada- 
mente que sirva de una red de control para la geodesia de Espana, 
no unicamente para fines de geoide, sino para la propia triangula- 
ciôn y la red de nivelaciôn de alta precisiôn.
Por otra parte, la experiencia en Hessen (Alemania) se hizo 
con les equipos V-1000, que trabajan con una sola frecuencia y so-
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bre una constelaciôn de satélites todavia pobre. Con aparatos tra- 
bajando con dos frecuencias y con la constelaciôn de 20 satélites 
compléta: se esperan superiores precisiones en la determinaciôn 
de las coordenadas de los puntos observados.
Se ha seleccionado una red de 29 puntos en Espana coïnciden­
tes con vértices de la red de primer orden. totalmente accesibles 
y que forman una malla de triânqulos bien condicionados, siendo 
homogeneamente repartidos a lo largo de la red fundamental.
La situaciôn de los puntos seleccionados y la configuraciôn 
de la red a observar pueden verse en el grâfico 9.4.
Se han supuesto precisiones a priori para las observaciones 
de 0.10 metros, es decir, las diferencias de ondulaciôn del geoi­
de obtenidas por las observaciones GPS tienen un error a priori 
de 0.10 metros. Esto parece coherente con la distancia media en­
tre los puntos y las precisiones obtenidas en este tipo de obser­
vaciones. Ahora bien, las observaciones y la futura compensaciôn 
de la red de control van a dar como resultados las coordenadas de 
los vértices de la red respecte de un sistema tridimensional de 
satélites, y para obtener ondulaciones del geoide bay que conocer 
con esta misma precisiôn al menos las cotas ortométricas de los 
puntos de la red. Dicho en otras palabras, para que esta precision 
se mantenga y sirva para fines geodésicos, en este caso de deter­
minaciôn de geoide, es necesario tener una red de nivelaciôn de 
alta precisiôn, que permita precisiones globales de al menos 0.10 
metros.
Al igual que en los apartados anteriores las 64 observaciones 
de diferencia de ondulaciôn del geoide via GPS, se ban introducido
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en la red astrogeodésica como observaciones con una desviaciôn ti- 
pica a priori de 0.10 metros.
Los resultados del ajuste en cuanto al error medio cuadrâtico 
en la determinaciôn del geoide en los puntos de la red astrogeodé­
sica, estàn en la tabla 9.7, y segün puede observarse estos erro- 
res estàn en el orden de 0.15 a 0.30 metros. Resultado esperado, 
puesto que localmente no aumenta la precisiôn, pero globalmente 
se ha aumentado considerablemente.
Los resulatdos totales del ajuste pueden verse en el listado 
correspondiente, y los errores medios cuadrâticos de las observa­
ciones GPS estan comprendidos entre los 0.06 y 0.08 metros.
En cuanto a la fiabilidad de la red de control, los resulta­
dos obtenidos demuestran que el test de Baarda détecta un error 
grosero,para un nivel de prcbabilidad del 1% y potencia del 80%, 
en las observaciones GPS cuando se dan errores comprendidos entre
0.40 y 0.50 metros. Esto evidencia que el control se esta dando 
en realidad, puesto que estos errores estàn en el orden de preci­
siôn de la determinaciôn del geoide por métodos exclusivamente 
astrogeodésicos.
La fiabilidad total de la red es 0.33, que roejora la fiabili­
dad de la red meramente astrogeodésica.
En este trabajo unicamente se ha hablado de métodos astrogec- 
désicos con control por observaciones espaciales. A continuaciôn 
se van a discutir brevemente los métodos astrogravimétricos , cotre 
refinamiento y mejora de los anteriores.
Este proyecto se quedarîa cojo si no es tuviese aconpanado de 
una parte gravimétries. En las 235 estaciones donde se determine
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desviaciôn de la vertical astronomicamente, deben hacerse rellencs 
gravimétricos alrededor de las estaciones en un radio de unos 10 
kilômetros al menos. La aplicaciôn de la fôrmula de Stokes para 
la determinaciôn de diferencias de ondulaciôn del geoide a distan- 
cias tipo 50 kilômetros con datos de anomal!a de la gravedad ha 
demostrado ser uno de los métodos mâs potentes para la determina­
ciôn del geoide. Si los errores en la determinaciôn de las anoma- 
lias de la gravedad son del orden de 4 miligales, cantidad perfec- 
tamente alcanzable siempre que se realice la correcciôn de terre- 
no a los valores observados, se pueden obtener errores inferiores 
a 10 centimetros en las diferencias de ondulaciôn del geoide por 
métodos gravimétricos. Por tanto, la soluciôn ideal para la deter- 
mianciôn del geoide en Espana podrîa seguir los siguientes puntos.
1.- Observaciôn de estaciones astronômicas de segundo orden a fin 
de determinar las componentes de la desviaciôn de la vertical, so­
bre una red de longitud media de 50 kilômetros.
2.- Observaciôn de una red de control GPS con lados medios del or­
den de 150 kilômetros.
3.- Establecer un modelo digital del terreno con una cuadricula de 
al menos 5 kilômetros de lado.
4.- Observaciôn gravimétries alrededor de los puntos dato en des­
viaciôn de la vertical, en un radio no inferior a 10 kilômetros.
5.- Correcciôn de las componentes de la desviaciôn de la vertical 
y anomalies de la gravedad por topografia e isostasia.
En estas condiciones se pueden obtener precisiones locales 
inferiores a 0.05 metros sobre lados de 50 kilômetros.
En base a estas precisiones se ha hecho una tercera simula-
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Cion con una red de control GPS,' como la descrita anteriormentè.
Primeramente se ha hecho un anilisis de la red GPS, de las 
precisiones que puede dar y de su fiabilidad, para lo cual se ha 
procedido a una compensaciôn de la red como red libre, es decir, 
sin puntos fijos.
En la tabla 9.8 aparecen las coordenadas aproximadas de los 
vértices de esta red. La precisiôn supuesta a las observaciones 
ha sido al igual que antes,de 0.10 metros,en diferencia de ondula­
ciôn de geoide entre puntos dato. La tabla 9.9 da las observacio­
nes siffluladas.
En la tabla 9.lOse dan las precisiones absolûtes en la deter­
minaciôn de las ondulaciones del geoide en los puntos de la red. 
estando comprendidas entre 0.04 y 0.08 metros.
En la tabla 9.11 se dan los errores medios cuadrâticos de las 
observaciones después del ajuste, estando comprendidas entre 0.04 
metros y 0.09 metros.
En la tabla 9.12 aparece el estudio de la fiabilidad de la 
red, indicando por QB el parâmetro de control de observaciones, 
(capitule 4, apartado 3), que esté comprendido entre 0.18 y 0.83, 
que indica un buen control de la red, en cuanto a su configuraciôn 
y diseno. Tanto los paramétrés que definen la fiabilidad interna 
como externa RX y RB se mueven en valores aceptables y por ultime, 
a un nivel de probabilidad del 1%, con una potencia del 80% se 
pueden detectar errores groseros en las observaciones con valores 
comprendidos entre 0.40 y 0.80 metros. La fiabilidad total de la 
red es 0.44, que nos indica que es fiable, y puede servir de con­
trol para fines de geoide.
Por ultimo, se ha hecho una simulacion en base a las preci­
siones postuladas para el caso de estaciones astrogravimetricas. 
Para una observaciôn entre puntos dato alejados d kilômetros,se 
ha supuesto una precisiôn a priori 
s ■ (d/50) 0.10 metros.
La tabla 9.13 da las precisiones en la determinaciôn del geoi
de con estas hipôtesis de ponderaciôn, que estân comprendidas en­
tre 0.03 y 0.10 metros. Estos resultados no dejan lugar a dudas 
sobre cual debe ser el método a seguir, aunque el trabajo sea 
arduo y costoso.
Resumiendo, todo lo dicho en este capitulo es posible, siem­
pre que se defina claramente y por escrito un proyecto de realiza-
ciôn de geoide en Espana, y de esta forma, si a alguién no le gus-
ta el tema, tendra también por escrito, y por supuesto demostrar, 
el porqué del abandono del proyecto.
Desde un punto de vista practice, la realizaciôn de unas 180 
estaciones astronômicas de segundo orden es posible en un plazo de 
très anos, con très equipos destinados completamente a esta labor. 
Pensemos que una astronômica de segundo orden se hace en dos dïas 
de observaciôn utiles, y contando con desplazamientos, vacaciones 
y dias no utiles para la observaciôn, se puede muy bien pensar en 
una astronômica por semana y eguipo de media. Con 180 dias de cam- 
paha por ano un equipo puede hacer unas 20 estaciones, y très equi 
pos 60 astronômicas por ano, cumpliendo los planes previstos para 
las 180 astronômicas en très anos.
En cuanto a las estaciones de gravimetria local, la adquisi- 
ciôn de barômetros de precisiôn capaces de garantizar precisiones
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de un metro en la altimetrîa de los puntos a levantar, darîa una 
gran rapidez al levantamiento de la zona prôxima al punto de in- 
terés, pudiéndose pensar en dos dias de trabajo util para cada 
estaciôn. Teniendo en cuenta que este tipo de trabajos depende 
mucho menos de la climatologià que la observaciôn astronômica, se 
puede pensar en cinco dias de media para cada punto, y por supues­
to, très equipos destinados durante très anos a este trabajo, ha- 
rian al menos 120 puntos gravimétricos para la determinaciôn de ge 
oide, y quizâs 150, que serian suficientes para salir de la si­
tuaciôn en que nos encontramos.
Por otra parte, se tendrian que crear grupos de trabajo, que 
perfectamente coordinados con distintos organismos taies como,
I.G.N., U.C.M. y C.S.I.C., que se dedican a estos temas, sean ca­
paces de poner a punto el inmenso trabajo de investigaciôn y de- 
sarrollo de aplicaciones informâticas necesarios para el trata- 
miento de la ingente informaciôn que se tendria que procesar. 
Pensemos en el establecimiento de un modelo digital del terreno 
de al menos una densidad de 5 kms por 5 kms de nuestro pais, pues- 
ta a punto de métodos de câlculo de estaciones gravimétricas por 
métodos tipo colocaciôn y de Stokes, correcciôn de los datos, 
tanto desviaciones de la vertical astrogeodésicas, como anomalias 
de la gravedad, estudios de futuro control GPS y su aplicaciôn 
coherente a las redes geodésicas, y sobre todo, el estudio y futu­
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PROGRAMAS DE CALCULO AUTOHATICO.
En este capitule se van a describir los distintos programas 
de calcule utilizades en esta memeria. Les pregramas escrites en 
Fortran IV y desarrellades en el erdenader FACOM del I.G.N. se 
pueden resumir en :
1.- DOPPEl, D0PPE2. Determinan per minimes cuadrades les paramé­
trés de transfermaciôn entre des sistemas de referenda, respecte 
de les cuales se conecen las ceerdenadas de una serie de puntos.
El pregrama DOPPEl utilisa el medele de Bursa-Welf y el programa 
D0PPE2 el de Badekas-Meledensky (Capitule 2).
2.- PROGEO. Determinacién del geoide mediante la aproximaciôn li­
neal de Helmert, cen cempensaciôn per minimes cuadrades. El pregra 
ma tiene la posibilidad de hacer simulacienes en base a cenfigura- 
ciones de la red astregeedésica definidas de antemane. Esta basa- 
de en la teoria desarrllada en les capitules 3 y 4.
3.- GEOPORl. Determinacién del geeide per apreximacién pelinomica. 
El pregrama réalisa el estudio de les posibles problèmes de mal 
condicionamiente de la matris normal del ajuste cen el calcule de 
les autevaleres y autevectores de la matris de variansas-cevarian- 
zas de les paramétrés a estimar. (Capitule 5).
4.- INTDES. Pregrama para la interpelaciôn de desviacienes de la 
vertical per prediccion minime cuadrâtica, a partir de funciones 
de cevariansa empiricas (Capitule 6).
5.- INTGEO. Determinacién del geeide per prediccién minime cuédfa- 
tica cen funciones de cevariansa determinadas empiricamente. (Capi
- 196
6.- PROGCCl. Programa de cempensaciôn per el métode de variaciôn 
de ceerdenadas de redes geedésicas sobre el elipseide de referen- 
cia per minimes cuadrades.
7.- CORDVN. Détermina la cerrecciôn per desviaciôn de la vertical 
y endulaciôn del geeide de las ebservacienes angulares y de distan 
cia.
8.- ABELIl. Pregrama para el dibuje de redes geedésicas.
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10.1.- Programa DOPPEl
El programa DOPPEl escrito en Fortran IV, en aritmética de 
doble precision, determine los paramètres de transfermaciôn entre 
des sistemas de referencia geedésices, cenecidas las ceerdenadas 
respecte a mabes sistemas en un numéro de puntes que coinciden.
Se trabaja en un marce tridimensional y les paramétrés de 
transfermaciôn son: Una traslaciôn (dX,dY,dZ), una retaciôn alrede 
der de les ejes '''2 '*'3 ^ Y cambie de escala dL. Se utilisa el 
medele de Bursa-Welf y las fôrmulas empleadas estân dadas en el 
capitule 2.
Las sentencias 2 a 5 dimensienan las variables, y los bloques 
COMMON se dan en las sentencias 6 a 11. Las sentencias 12 a 20 de- 
finen las variables siguientes,
JHK * variable entera de escritura 
NTB " unidad de lectura 
NTC > unidad de escritura 
QH » factor de homegeneisaciôn
DERA = constante para la transfermaciôn de grades sexagésimales a
radianes
PI « numéro PI
RALFA ■ ceeficiente de regularisaciôn de Tijonev. .
La lectura de les paramétrés de les elipseides aseciades a 
ambes sistemas de referencia se hace cen la sentencia
READ(NTB,400) NT.AD,ALFD,AG,ALFG 
400 FORMAT(I2,2(F10.2,F7.3))
NT « contader (variable entera)
AD a semieje mayor del elipseide en el sistema de referenda 1
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ALFD “ aplanamiento del elipsoide en el sistema de referenda 1 
AG » semieje mayor del elipsoide en el sistema de referencia 2 
ALPG “ aplanamiento del elipsoide en el sistema de referencia 2.
Las sentencias 24 a 28 determinan las primeras excentricida- 
des de ambos elipsoides, y las sentencias 29 a 32 escriben estos 
datos.
La sentencia 36 realiza la lectura de claves,
READ(NTB,2111) NNl,NN2,NN3,NN4,NN5,JHK,JPQ,LORD 
2111 FORMAT(811)
0 No se considéra como incognita el cambio de escala
1 se considéra como incognita el cambio de escala
0 No se considéra como incognita la rotacion sobre X
1 Se considéra como incognita la rotacion sobre X
0 No se considéra como incognita la rotacion sobre Y
1 se considéra como incognita la rotacion sobre Y
0 No se considéra como incognita la rotacion sobre Z
1 se considéra como incognita la rotacion sobre Z
0 No se considéra como incognita la traslaciôn






JHK » variable de escritura
JPQ
0 lectura de las coordenadas cartesi^nas en el sistema 1 
y geodésicas en el sistema 2
1 lectura de las coordenadas geodésicas en ambos sistemas
0 Sistema de longitudes con origen en Greenwich
LORD -
1 Sistema de longitudes con origen Madrid.





La sentencia 46 realiza la lectura de las coordenadas de les 
puntos en ambos sistemas de referencia (para JPQ * 0).
READ(NTB,100) NP,X,Y,Z,LAGG,LAMG,SLAG,GMSLO,ONG 
100 FORMAT(I4,3F12.3,2I2,F6.3,F11.3,F7.2)
NP ■ numéro del punto
X ,Y ,Z m coordenadas cartesianas del punto en el sistema 1 
LAGG,LAMG,SLAG « latitud en grados, minutes y segundos del punto 
en el sistema 2
GMSLO j» longitud en grados, minutes y segundos del punto en el 
sistema 2
ONG " altura sobre el elipsoide del punto en metros en el sistema 
2 .
Las sentencias 51 a 70, transforman las coordenadas geodési­
cas en cartesianas segùn las expresiones (1.1.2) y almacenan las 
coordenadas cartesianas en ambos sistemas en los vectores XD, YD, 
ZD para el sistema 1 y XG,YG,ZG para el sistema 2.
La sentencia 77 realiza la lectura de las coordenadas de am* 
bos sistemas en geodésicas con el mismo significado anterior,
READ(NTB,212) NP,LAGl,LAMl,SLAl,GMSLOl,ONDl,LAG2,LAM2 , SLA2 , 
GMSL02,OND2
212 FORMAT(I5,2(I3,I2,F5.2,F11.2,F7.2)
Las sentencias 126 a 178 transforman las coordenadas geodési* 
cas en cartesianas, almacenéndolas en los vectores XD,YD,ZD,XG,YG, 
ZG, con el mismo significado anterior.
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Las sentencias 126 a 178 calculan la matriz de coeficientes 
del ajuste A, segun la formulacion de Bursa-Wolf, dada en (2.1.1) 
a (2.1.5).
La sentencia 180 llama a la subrutina MINIl para la resoluci- 
6n del sistema normal (2.1.6).
Si el sistema es singular, lo que sucede cuando no se considé­
ra alguno de los 7 parâmetros que intervienen en la transformaciôn 
la variable entera INMP toma el valor 1, y se procédé a regulari- 
zar el sistema normal por el método de Tijonov, y a su resoluciôn 
en el bucle que comprende las sentencias 183 a 189.
Las sentencias 190 a 193 calculan los valores de los parâme­
tros que definen la transformaciôn, la rotaciôn en segundos sexa­
gésimales y la escala en partes por millôn.
Las sentencias 196 a 205 calculan los incrementos a sumar a
las coordenadas en el sistema (1) para transformarlas al sistema
(2), almacenando las coordenadas transformadas en los vectores 
XGG,YGG,ZGG, y las coordenadas (2) transformadas a (1) en XDD, YDD 
ZDD.
Las sentencias 226 a 231 calculan la matriz de correlaciôn 
del ajuste, y las sentencias 232 a 243 calculan la varianza y la 
desviaciôn tipica del ajuste, escribiendo los resultados.
Las sentencias 244 a 287 escriben las coordenadas iniciales 
y transformadas en ambos sistemas, tanto en cartesianas como en 
geodésicas.
La subrutina CAMCG transforma coordenadas cartesianas a geo­
désicas. Los parâmetros de entrada son 
A m semieje mayor del elipsoide de referencia
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E m excentricidad del elipsoide de referencia 
X ,Y ,Z " coordenadas cartesianas
Los parâmetros de salida son 
FI m latitud en radianes 
RL " longitud en radianes 
H a> altura sobre* el elipsoide en metros.
Las sentencias 296 a 299 determinan la longitud a partir de 
las coordenadas X.Y.Z, mediante
 ^ « arc tag (Y/X)
Las sentencias 301 a 311 determinan la latitud y la altura me 
diante un proceso iterative, que se para cuando,
I I < 0.001 10“  ^ ( h en metros)
I i  I < 0 . 1  1 0 ” ^ ^  ( i  en radianes)
con las conocidas formulas de la geodesia tridimensional 
- arc tg(Z (RN + h^)/((RN (1 - E) R) )
^ ^  — RN (1 — E) + Z/sen('^j^  ^) )
RN . »/J (1 - E
X^  + Y^
La subrutina GRHS transforma ângulos dados en grados y fra- 
ccion de grado, en ângulos dados en grados, minutes y segundos.
La subrutina MINIl détermina la matriz inversa de la matriz 
normal por el método de Cholesky, calculando la soluciôn del siste 
ma normal. (J.M. Sevilla}
El programa D0PPE2 sigue la misma estructura que el program* 
DOPPEl, salvo que el punto origen del sistema de referencia para 
la transformaciôn pasa a ser el centre de garvedad de los puntos 
date, empleândose el modelo de Badekas-Molodensky para determinar 
los parâmetros de transformaciôn entre los sistemas geodésicos (1) 
y (2). (capitule 2).
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10.2.- Programa PROGEO
El programa PROGEO para la determinaciôn del geoide mediante 
el métdos de Helmert, con compensaciôn por minimes cuadrados, es­
té escrito en Fortran IV en aritmética de doble precision y désa­
rroi 1 ado en el ordenador FACOM del I.G.N..
El programa admite como datos, componentes de la desviaciôn 
de la vertical y diferencias de ondulaciôn del geoide provenien- 
tes de observaciones espaciales.
Se admiten puntos fijos, o ajuste libre, determinindose la 
matriz seudoinversa N'*', de la matriz normal N.
Se determinan los errores medios cuadrâticos de las incôgni- 
tas del ajuste, es decir, ondulaciones del geoide, de las observa­
ciones , de los residuos, calculândose residuos tipificados.
La detecciôn de errores groseros se puede hacer, mediante el 
B-test de Baarda o el T-test de Pope.
SE hace igualmente el estudio de la red astrogeodésica en cuc 
nto a su fiabilidad, con el fin primordial de estudio de su confi- 
guraciôn.
Las sentencias 5 a 13 dimensionan las variables de tipo vectc 
rial y matricial.
Las sentencias 14 a 23 asignan las zonas COMMON, y las senten 
cias 24 y 25 definen los ficheros de acceso directe que utiliza el 
programa.
Las sentencias 28 a 34 asignan las constantes de ficheros y 
las sentencias 38 a 48 inicializan las variables utilizadas en el 
programa.





TITUL - nombre del trabajo
READ(LECT,6100) ERR.ITEMAX,ERR1,ITEMAC.ALFA,ISIMUL 
6100 FORMAT(2(F10.5,I5).F10.5.I5)
ERR “ factor de convergencia para la resoluciôn del sistema 
ITEHAX - numéro maximo de iteraciones en la resoluciôn del siste-
Rid
ERRl » factor de convergencia para la inversiôn del sistema nor­
mal
ITEMAC m numéro maximo de iteraciones para la inversiôn del sis­
tema normal.
ALFA m nivel de probabilidad para el test de Pope de detecciôn 
de errores groseros
ISIMUL - clave numerica, si ISIMUL ft 0 se trata de una simulaciôn 
de determinaciôn de geoide.
READ(LECT,113) KLD,KEO,KEN,lOSC,IVSC,IPESO, VAR 
113 FORMAT(6I5,F10.0)
KLD « clave numérica, si KLD ft 0 se escribe la tabla de vertices 
y observaciones
KEO « clave numérica, si KEO ft 0 se escribe latabla de relaciones 
de observaciôn
KEN » clave numérica, si KEN ft 0 se escribe la tabla de ecuaciones 
normales
lOSC » clave de graduaciôn angular para las observaciones. Si lOSC
ft 0 grados centésimales, si lOSC - 0 grados sexagésimales
IVSC • clave numérica de graduaciôn angular para la tabla de vérti
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ces, si IVSC ft 0 las coordenadas de los vertices en grados centé­
simales, si IVSC- 0 en grados sexagésimales.
IPESO - clave de ponderaciôn para las observaciones,
0 peso unidad para todas las observaciones 
IPESO - 1 .peso inversamente proporcional a la distancia
2 peso inversamente proporcional al cuadrado de la 
distancia
VAR - distancia de peso unidad, es decir, distancia para la que 
el error a priori en la determinaciôn del geoide es 1 métro.
READ(LECT,120) E2,RA 
102 FORMAT(F20.16,F10.1)
E2 - excentricidad del elipsoide de referencia 
RA - semieje mayor del elipsoide de referencia.
Las sentencias 63 a 71 escriben los datos générales.
Las sentencias 72 a 90 realizan la lectura de la tabla de vér 
tices, que termina con registro en blanco,
READ(LECT,102) NP(I),LA(I),LO(I),ALT(I),(NOMBRE(I,K) , 
K-1,3),IFA,ONG 
102 FORMAT(15,2F15.8,FIO.3,3A8,15,F6.2)
NP(I) - numéro del punto 
LA(I) - latitud del punto 
LO(I) - longitud del punto 
ALT(I) - altitud del punto 
NOMBRE(I,K) - nombre del punto
IFA - clave numérica, si IFA = 0 punto aproximado, si IFA 4 0 pun­
to fijo
ONG - ondulaciôn del geoide, cuando se trata de punto fijo.
Las sentencias 94 a 119 escriben la tabla de vértices.
Las sentencias 124 a 132 determinan el numéro de incognitas 
del ajuste.
Las sentencias 137 a 147 hacen la lectura de las observacio­




NPE “ numéro del punto de estaciôn 
NPV « numéro del punto visado
PSIE m componente f de la desviaciôn de la vertical en segundos 
del punto de estaciôn
ETAE - componente  ^ de la desviaciôn de la vertical en segundos 
del punto de estaciôn
PSIV m componente f de la desviaciôn de la vertical en segundos 
del punto visado
ETAV m componente g de la desviaciôn de la vertical en segundos 
del punto visado
OND - ondulaciôn del geoide, cuando NPE sea punto fijo 
lOAD - clave numérica que es 0 cuando NPE es punto fijo 
PESO - peso de la observaciôn.
Las sentencias 149 a 162 almacenan las componentes de la 
desviaciôn de la vertical en los vectores PSSSl y ETl.
Las sentencias 176 a 188 realizan la escritura de la tabla 
de observaciones.
Las sentencias 192 a 197 hacen el chequeo de las observacio­
nes, con las subrutinas CONTRO, CLASl, COEL que mas adelante dis- 
cutiremos, y la subrutina COEL forma las relaciones de observaciôn
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que son almacenadas en disco. Las sentencias 220 a 252 escriben
las relaciones de observaciôn y las almacenan en las matrices A
y JK. En la matriz A(I,J ),I-l,NTO,J«1,2, se almacenan los ûnicos 
coeficientes de cada relaciôn de observaciôn distintos de cero y 
en la matriz JK(I,J),1»1,NTO,J«1,2, el puntero que indica el luga: 
de las incognitas en cada relaciôn de observaciôn, siendo NTO el 
numéro total de relaciones de observaciôn.
Las sentencias 255 a 262 escriben las caracteristicas généra­
les de la red astrogeodésica.
Las sentencias 266 a 275 resuelven el sistema normal con la
subrutina GRAMOD, e invierten la matriz normal con la subrutina
VARCOV.
Las sentencias 260 a 325 calculan los residuos ponderados y 
sin ponderar de las observaciones, y los escriben.
Las sentencias 326 a 344 calculan el error medio cuadrâtico 
del ajuste y de peso unidad, 1 a suma de los residuos ponderados 
y la suma de sus cuadrados.
Las sentencias 357 a 385 escriben los resultados del ajuste, 
es decir, las ondulaciones del geoide y sus errores medios cua­
drâticos .
Las sentencias 386 a 425 calculan los errores medios cuadrâ­
ticos de las observaciones, residuos y residuos tipificados.
En las sentencias 426 a 506 se escriben los resultados y 
se determinan los parâmetros de fiabilidad de la red, asi como se 
realiza el B-test de Baarda sobre los residuos tipificados para 
la detecciôn de errores groseros, segûn el apartado 3 del capitu­
le 4 .
Las sentencias 507 a 525 determinan la suma de los residuos
tipificados y la suma de sus cuadrados.
En las sentencias 526 a 535 se détermina el numéro critico 
de Pope de detecciôn de errores groseros, con la subrutina TAURE, 
para realizar el test de Pope de detecciôn de errores groseros so­
bre los residuos parcialmente tipificados, en las sentencias 536 
a 565, listândose las observaciones errôneas para este test.
Las subrutinas que utiliza el programa PROGEO son:
SUBROUTINE CONTRO(NT,NI,N2,NO,PSE,ETE,PSV,ETV,NULO,PE,EE,PV,EV)
NT » numéro total de vértices 
NI m numéro del punto de estaciôn
N2 “ numéro dél punto visado
NO » numéro de la observaciôn
PSE,ETE,PSV,ETV « componentes ( ?,  ^) de la desviaciôn de la ver­
tical en el punto de estaciôn y visado.
NULO m variable numérica que toma los valores 0 y 1 
PE,EE,PV,EV m componentes ( ( ,  ^) del punto de estaciôn y punto 
visado transformadas a radianes.
La subrutina CONTRO hsce el control de las observaciones y 
vértices, tomando la variable NULO el valor 1 cuando algün vértice 
observado no se encuentra en la tabla de vértices, y cuando dos 
vértices entre los que existe una observaciôn çoinciden, es decir, 
tienen el mismo numéro en la tabla de vértices. Se transforman
las componentes ( f ,  ^ ) de segundos a radianes por medio de la
funciôn RAD2.
SUBROUTINE CLASl(NTV,NPE,NPV,X,JRO,LOG,LOGl)
NTV - numéro total de vértices 
NPE m numéro del punto de estaciôn 
NPV m numéro del punto visado
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X - vector donde se almacenan las coordenadas ( f , h) de los 
puntos de estaciôn y visado.
JRO - vector que almacena el orden de las incognitas de los coe­
ficientes de la relaciôn de observaciôn.
LOG - variable lôgica que toma el valor FALSE cuando el punto de 
estaciôn es fijo
LOGl « variable lôgica que toma el valor FALSE cuando el punto 
visado es fijo.
El bloque COMMON/NP/NP(300).L0(300),LA(300),ALT{300) 
de numéros y coordenadas de los vértices de la red.
La subrutina CLASl identifies el punto de estaciôn y visado 
en la tabla de vértices, y numera las incôgnitas que intervienen 
en cada relaciôn de observaciôn.
SUBROUTINE COEL ( NPE , NPV , X , lO, E , A , NO, LOGE, PSE, PSV,ETE , ETV,OND, PESO, 
NULO,C)
NPE - numéro del punto de estaciôn 
NPV - numéro del punto visado
X - vector de coordenads de los puntos de estaciôn y visado 
10 - clase de la observaciôn
E ,A - excentricidad y semieje mayor del elipsoide de referencia 
LOGE - variable lôgica, que toma el valor FALSE cuando el punto 
de estaciôn es fijo
PSE,PSV,ETE,ETV * componentes de la desviaciôn de la vertical en 
el punto de estaciôn y visado
OND - ondulaciôn del geoide en caso de punto fi)o
PESO « peso de la observaciôn
NULO - variable que toma los valores 0 y 1
C * vector donde se almacenan los coeficientes de la relaciôn de 
observaciôn.
La subrutina COEL llama a la subrutina INVELl que resuelve 
el problema inverso de la geodesia geométrica, es decir, a partir 
de las coordenadas geodésicas del punto de estaciôn y visado, cal­
cula el acimut directo y reciproco 2E, ZV y la distancia entre 
dichos puntos, DIC. Si la distancia es igual a cero, es decir, 
las coordenadas del punto de estaciôn y visado coinciden, la vari| 
ble NULO toma el valor 1, y se hace una llamada de error.
Las sentencias 683 a 686 hacen la asignaciôn de peso a cada 
observaciôn.
Las sentencias 688 a 710 calculan los coeficientes de cada 
realciôn de observaciôn segûn la formula de Helmert para el tér- 
mino independiente (diferencia de ondulaciôn del geoide).
SUBROUTINE INVELl ( LON, LAT, LONV , LATV, E2 , RA , PI, DPI, HPI, ZE , ZV , DIC )
LON « longitud del punto de estaciôn 
LAT - latitud del punto de estaciôn 
LONV » longitud del punto visado 
LATV - latitud del punto visado
E2,RA » excentricidad y semieje mator del elipsoide de referencia. 
PI m numéro PI 
DPI - 2 PI 
HPI - PI/2
ZE m acimut directo (punto de estaciôn-punto visado)
ZV m acimut reciproco (punto de estaciôn-punto visado)
DIC » distancia sobre el elipsoide entre los puntos de estaciôn 
y visado.
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La subrutina INVELl resuelve el problema inverso de la geo­
desia geométrica.
DOUBLE PRECISION FUNCTION RAD2(H,PI,lOSC)
La funciôn RAD2 transforma un éngulo dado en grados, minutos 
y segundos a'radianes.
SUBROUTINE GRAMOD(NIN,NRÉL,S)
NIN m  numéro de incôgnitas
NREL m  numéro de relaciones de observaciôn
S “ vector soluciôn
Las zonas COMMON son,
COMMON/GRMOD/A(1000,2),JK(1000,2),b{1000)
COMMON/ERRR/ERR,ITEMAX
En el bloque COMMON GRMOD se pasan del programa principal a 
la subrutina GRAMOD, los coeficientes de las relaciones de obser­
vaciôn {A(I,J ),I-l,NREL,J-1,2), el término independiente (B(I), 
1=1,NREL) y el lugar que ocupan las incôgnitas en cada relaciôn d* 
observaciôn, ( JK(I,J),I-l,NREL,J»1, 2 ) .
El bloque ERRR transfiere el valor ERR de convergencia de la 
iteraciôn del método del gradiente conjugado y el numéro mâximo 
de iteraciones ITEMAX.
La subrutina GRAMOD resuelve el sistema normal por el método 
del gradiente conjugado modificado (Saxena, 1972), que se desa- 
rrolla en el apéndice 4.
SUBROUTINE PROTRS(N,M ,X,Y)
La subrutina PROTRS realiza la multiplicaciôn de la matriz de 
relaciones de observaciôn A(M,N) por un vector X(M) en forma com- 
pactada, dando por resultado el vector Y(N).
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Y(N) « X(M) A(M,N)
N » numéro de incognitas 
M " numéro de relaciones de observaciôn
X ■ vector por el que se multiplica la matriz A
“ vector résultante.
SUBROUTINE PRODUC(N.M ,X.Y)
La subrutina PRODUC realiza el prodecto de la matriz de rela­
ciones de observaciôn A(M,N) por un vector X(N), resultando el 
vector ]f(M)
Y(M) - A(M,N) X(N)
N m numéro de incôgnitas
M m nûnero de relaciones de observaciôn
2Ç. - vector por el que se multiplies la matriz A
Y m vector résultante.
SUBROUTINE PROESC(N ,X ,Y,R>
La subrutina PROESC realiza el producto escalar de los vec­
tores e Y de dimensiôn N, siendo el escalar résultante R.
SUBROUTINE NORMA(N.X.Y)
La subrutina NORMA realiza el producto escalar del vector 2L 
por él mismo, siendo el resultado el escalar R.
SUBROUTINE VARCOV(NIN,NREL.NUM,X)
NIN - numéro de incôgnitas
NREL » numéro de relaciones de observaciôn
NUM » numéro de la incognita cuyo vector de varianzas-covarianzas 
se va a calcular
X m vector de varianzas-covarianzas de la incôgnita NUM.
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Los bloques COMMON son 
COMMON/GRMOD/A(1000,2),JK(1000,2).B(IOOO)
COMMON/ERRRl/ERRl,ITEMAC
siendo ERRl el factor de convergencia para la iteraciôn e ITEMAC 
el numéro mâximo de iteraciones.
La subrutina VARCOV détermina la matriz inversa de la matrix
normal por el método del gradiente conjugado modificado, (Apéndi-
ce 4 ).
SUBROUTINE TAURE(NT,NU,ALPH,CRTAU)
NT - numéro de observaciones
NU - numéro de grados de libertad del ajuste
ALPH = nivel de probabilidad del test para detecciôn de errores 
groseros
CRTAU m numéro critico de detecciôn de errores groseros.
La subrutina TAURE détermina el numéro critico para la dete­
cciôn de errores groseros, segûn el apartado 3 del capitulo 4, 
(Pope, J.A.)
SUBROUTINE BUFFER(NIN,NTO)
La subrutina BUFFER forma las ecuaciones normales del ajuste 
y las almacena en la matriz (HB(I,J ),1=1,NIN,J»1,NIN), formando 




El programa GEOPORl escritô en Fortran IV y aritmética de 
doble precision, desarrollado en el ordenador FACOM del I.G.N., 
realiza la interpolaciôn polinômica de ondulaciones a partir de 
datos de desviaciôn de la vertical y ondulaciones del geoide.
En el capitulo 5 se desarrolla el fundamento teôrico del método 
utilizado en este programa.
Las sentencias 6 a 12 dimensionan las variables y las senten 
cias 13 a 18 definen los bloques COMMON del programa. Las senten­
cias 24 a 30 definen las variables numéricas,
NTB m unidad de lectura de datos 
NTC - unidad de escritura
DERA - constante para pasar grados y fracciôn de grado a radianes
NGTO - grado mâximo del polinomio de interpolaciôn.
La sentencia 31 hace la lectura de datos générales
READ(NTB,5921) RADENT,RAD,PESCON,NG,IGRADO,JHK,RESC, ALTF 
5921 FORMAT (F6.0,F9.4, FIO. 2, 313, FIO.. 5, FIO. 6)
RADENT m factor de escala aplicado a las coordenadas locales 
RAD » radio medio terrestre
PESCON m peso asignado a las ecuaciones de condiciôn 
NG - grado mâxzihol del polinomio de interpolaciôn 
IGRADO m grado inicial del polinomio de interpolaciôn 
JHK - variable de escritura
RESC » factor que multiplica a los autovalores de la matriz de 
varianzas-covarianzas de los coeficientes incônitas del polinomie 
de interpolaciôn
ALTF “ Escala en ondulaciôn del geoide del modelo
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La sentencia 42 hace la lectura de las variables lôgicas,
READ(NTB.IOO) LUTH,LGEG,LGMS
100 FORMATOLl)
LUTM m TRUE. Las coordenadas de los puntos dato en planas 
LGEG - TRUE. Las coordenadas de los puntos dato en grados y fra­
cciôn de grado
LGMS = TRUE. Las coordenadas de los puntos dato en grados, minuto! 
y segundos.
Las sentencias 61 a 64 inicializan los contadores para el 
numéro de puntos dato en desviaciôn de la vertical (NDES), en on­
dulaciôn del geoide (NGEO), numéro de puntos en donde se quiere 
interpolar el valor de las componentes de la desviaciôn de la 
vertical (NDESl), numéro de puntos donde se quiere interpolar la 
ondulaciôn del geoide (NGEOl).
Las sentencias 65 a 174 hacen la lectura de datos segûn las 
variables lôgicas LUTM, LGEG, LGMS.




NPUNTO ■ nûmero del punto
XUTM,YUTM > coordenadas planas del punto
DXN”,DEBY « componentes de la desviaciôn de la vertical
PESX,PESY « pesos a priori para las componentes DXN, DYN
ONG m ondulaciôn del geoide
PESN m peso a priori de la ondulaciôn ONG
2 1 6
LGD = clave lôgica para la lectura de punto dato en desviaciôn de 
la vertical (LGD - TRUE), o punto dato en ondulaciôn del geoide 
(LGD - FALSE).




Las variables NPUNTO, DXN, DYN, PESX, PESY, ONG, PESN y LGD 
tienen el mismo significado anterior.
Las variables,
RLAT - latitud en grados y fracciôn de grado 
RLON m longitud en grados y fracciôn de grado.
(c) Para LGMS » TRUE




Las variables NPUNTO,DXN,DYN,PESX,PESY,ONG,PESN,LGD tienen 
el mismo significado anterior.
NLAG,NLAM,SLA - latitud en grados, minutos y segundos 
GMSLO - longitud en grados, minutos y segundos.
Las coordenadas de los puntos dato en desviaciôn de la verti­
cal se almacenan en los vectores XI, Yl, las coordenadas de los 
puntos dato en ondulaciôn del geoide en X3, Y3, las coordenadas 
de los puntos incôgnita en desviaciôn de la vertical en X2, Y2 y 
las coordenadas de los puntos incôgnita en ondulaciôn del geoide 
en X4. Y4.
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Las componentes de la desviaciôn de la vertical se almacenan 
en los vectores DX, DY, y sus pesos en PX, PY. Las ondulaciones
del geoide de los puntos dato en ON y sus pesos en PN.
Las sentencias 180 a 192 determinan las coordenadas del cen­
tre de gravedad XO, YO de los puntos dato, y las sentencias 193 
a 205 calculan las coordenadas de los puntos respecte a un sistema 
local de coordenadas planas con origen en el centre de gravedad 
XO, YO.
Las sentencias 211 a 214 almacenan los pesos del ajuste en 
el vector PES.
Las sentencias 225 a 260 determinan los coeficientes de las 
ecuaciones normales en la matriz S(I,I), 1,J-1,NGC, segûn las 
fôrmulas dadas en el capitulo 5.
La sentencia 265 hace la llamada a la subrutina MINI con pa­
râmetros NN, NGC, para la resoluciôn del sistema normal, siendo 
NN el nûmero de incôgnitas.
En caso de mal condicionamiento de la matriz normal, la va­
riable INMP toma el valor 1, y se regularize el sistema por el 
método de Tijonov (Apéndice 4), resolviéndose el sistema en las 
sentencias 266 a 274.
Las sentencias 275 a 294 escriben los resultados del ajuste.
Las sentencias 295 a 300 almacenan la matriz de varianzas- 
covarianzas de las incôgnitas en el vector Cl para realizar el cal 
culo de los autovalores de dicha matriz mediante la subrutina 
AUT0V2, que son almacenados en el vector H.
Se determine el maximo autovalor HH2, el minimo autovalor HHl 
la traza de la matriz de varianzas-covarianzas HH » 8(1), la me­
dia de la traza, HGl • HH/N, siendo N el nûmero de autovalores.
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el condicionamiento de la matriz de varianzas-covarianzas, CON - 
HH2/HH1, el déterminante de la matriz de varianzas-covarianzas 
DET - H(I), y HG2 - (DET)^^*^. Las sentencias 328 a 341 escriben
estos valores, que sirven para analizar la optimizacion del ajus­
te .
Las sentencias 347 a 363 almacenan las coordenadas de los 
puntos dato e incognitas en desviaciôn de la vertical y ondulaciôn 
del geoide en los vectores XCOORD, YCOORD.
Las sentencias 364 a 427 determinan los errores medios cua­
drâticos de la interpolaciôn de desviaciones de la vertical y on­
dulaciones del geoide.
Por ultimo, las sentencias 428 a 528 escriben los resultados 
del ajuste.
Las subrutinas que utiliza el progrma son,
SUBROUTINE EVCOV(NGRPOL,XPTO,YPTO,ERRORl,ERR0R2,ERR0R3)
NGRPOL m grado del polinomio de interpolaciôn 
XPTO,YPTO m coordenadas del punto interpolado
ERRORl,ERR0R2,ERR0R3 - errores medios del ajuste en las componen­
tes de la desviaciôn de la vertical y la ondulaciôn del geoide.
La subrutina EVCOV utiliza un bloque COMMON/S/S(260,260) en 
donde se transfiere del programa principal la matriz de varianzas- 
covarianzas de los coeficientes del polinomio de interpolaciôn.
La subrutina EVCOV détermina los errores medios de las canti- 
dades interpoladas ERRORl, ERR0R2, ERROR3.
SUBROUTINE MINI(NN,N2)
NN # numéro de incônitas 
N2 « nûmero de incôgnitas + 1
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10.4.- Programa INTDES.
El programa INTDES para interpolaciôn de desviaciones de la 
vertical por técnicas de predicciôn minimo cuadrâtica, ha sido de­
sarrollado y publicado por S. Heitz, Verlag des Instituts fur An- 
gewandte Geodasie, Frankfurt A.M. 1969. No obstante se da un lis- 
tado del programa operative en el ordenador FACOM del I.G.N.
2 2 0
10.5.- Programa INTGEO.
El programa INTGEO para interpolaciôn de ondulaciones del 
geoide por técnicas de predicciôn minimo cuadrâtica, ha sido de­
sarrollado y publicado por S. Heitz, Verlag des Instituts fur 
Angewande Geodasie, Frankfurt, A.M. 1969. Se da un listado, al 
igual que en el caso anterior, del programa INTGEO, operativo 
en el ordenador FACOM del I.G.N.
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10.6.- Programa PROGCCl.
El programa PROGCCl escrito en Fortran IV y en aritmética de 
doble precision para la compensaciôn de grandes redes geodésicas 
de triangulaciôn en el elipsoide de referencia por el método de 
variaciôn de coordenadas. Es en la actualidad unos de los progra­
mas de compensaciôn de redes geodésicas mâs potentes que existen 
en el mundo debido a très causas principalmente: la cantidad de 
informaciôn que se puede procesar y los tiempos de ejecuciôn del 
programa, la comodidad y flexibilidad en la entrada de datos a 
base de ficheros de acceso secuencial y la informaciôn resultado 
de la compensaciôn dentro del modelo de minimos cuadrados que o- 
frece el programa. Esta versiôn preparada para la compensaciôn de 
redes de primer orden. admite un mâximo de 650 vértices y 5000 ob­
servaciones, que evidentemente puede ser ampliada en el ordenador 
FACOM del I.G.N., existiendo otra versiôn para redes de orden in­
ferior, que admite el tratamiento de una red con 5.000 vértices 
y 40.000 observaciones.
El programa PROGCCl admite la posibilidad de tratamiento de 
parâmetros sistemâticos incôgnitas en la compensaciôn, taies como 
factores de escala para distancias y constantes de orientaciôn pa­
ra acimutes astronômicos, que pongan de acuerdo la escala y orien­
taciôn definida por constreRimientos impuestos a la red mediante 
puntos fijos, es decir por la geometria de la red, y la definida 
por las observaciones.
Admite también la incorporaciôn de datos espaciales, es decir 
observaciones de acimut y distancia entre puntos donde se han e- 
fectuado observaciones de satélites, aunque sean puntos muy aleja- 
dos de la red. Esto es posible gracias a que la estructura tipo
banda de la matriz normal no ha de ser estricta, aunque s i aconse-
jable para minimizar memoria y tiempos de câlculo.
Por otra parte, el programa admite también la posibilidad de 
tratamiento de redes idéales en base a simulaciones, lo que per-
mite estudiar a priori, la precisiôn y la fiabilidad de redes que
aun no estan observadas, con fines taies como, definiciôn de con- 
figuraciones ôptimas, esquemas de observaciôn ôptimos en cuanto 
a fiabilidad, precisiôn, costo y determinaciôn de precisiones a 
priori en base a los métodos e instrumental de observaciôn a uti- 
lizar, etc.
Existen otras dos versiones del mismo programa, denominadas 
PR0GCC2 y PR0GCC4, para el tratamiento de redes libres con con- 
juntos de constrenimientos minimales en el elipsoide y para la ob- 
tenciôn de matrices buffer ( union ) de redes geodésicas. Esta ul­
tima versiôn créa un fichero denominado BUFFER.CORE, que recoje 
en forma secuencial los elémentos de la matriz buffer, para ser 
procesados con el programa SENRED de optimizaciôn de redes y que 
estudia los autovalores de la matriz de varianzas-covarianzas de 
los parâmetros de estudio.
Por ultimo digamos que el programa PROGCCl créa cuatro fiche­
ros de acceso secuencial denominados, OBS.CORE, COOR.COMPEN, RESI­
DUOS.CORE, ELIPSES.CORE, que sirven de entrada a otros programas 
que funcionan de forma interactiva con PROGCCl. Asi el fichero 
COOR.COMPEN, en donde se almacenan las coordenadas compensadas de 
la red en la misma forma que las lee el programa PROGCCl, sirve 
para realizar una nueva compensaciôn y estudiar la linealidad del 
medelo utilizado.
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El fichero RESIDUOS.CORE sirve de entrada a los programas 
FOCKIN de anâlisis estadistico de residuales y al programa BARLET, 
en donde se realize el test de Barlet para estudio de la pondera- 
ciôn de las observaciones y el anâlisis de varianza de la distri­
bue iôn de los residues, (Bade de Cominges, Belen, 1984).
Los ficheros CBS.CORE y ELIPSES.CORE en donde se almacenan 
las uniones definidas por las observaciones y los puntos de la red 
con sus correspondientes elipses de error, sirven de entrada al 
programa ABELIl, que dibuja la configuracidn de la red y las co­
rrespondientes elipses de error.
El programa PROGCCl tiene très partes bien diferenciadas. Una 
primera parte, en donde se leen los datos de entrada, se hace el 
chequeo de las observaciones, las correcciones por secciôn normal 
y altitud del punto visado a las observaciones de direcciôn y fi- 
nalmente se forman las relaciones de observaciôn. La segun'da parte 
se puede définir en la resoluciôn e inversion del sistema normal. 
La tercera parte hace el anâlisis de los resulatados obtenidos en 
la compensaciôn, realizândose el test de Baarda de deteccién de e- 
rrores groseros.
Las sentencias 100 a 280 definen y dimensionan las variables 
que utilize el programa, que describiremos segûn se vayan utili- 
zando.
Las sentencias 290 a 460 definen los bloques COMMON entre el 
programa principal y las distintas subrutinas.
Las sentencias 47 a 50 definen los ficheros de acceso direct* 
que se crean a lo largo del programa.
Las sentencias 75 a 109 inicializan las variables numéricas
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En la sentencia 111 se comienza la lectura de datos généra­
les de la compensaciôn con:
READ (LECT.lOO.END-999) TITUL 
100 FORMAT(IOAB)




LMETRO “ variable lôgica, si LMETRO « FALSE, las incônitas 
se dan en radianes, si LMETRO » TRUE, las incôg- 
nitas en metros.
EPP = variable numérica para pasar de elipses de error es- 
tandar a elipses de confianza.
ITEMAX, ERRl, ITEMAC « variables que no utilize el progra-
mâ «
lIRED m variable numérica, si lIRED 0 la red es pura de 
trilateraciôn.
IDOPLR m variable numérica, si IDOPLR 0, se tratan en la 
compensaciôn observaciones de acimut y distancia 
espaciales, y el programa genera automaticamente 
dos nuevas incôgnitas, constante de orientaciôn 
para los acimutes y factor de escale para las dis 
tancias.
IGEOD - variable numérica, si IGEOD 4  0, s e considéra fac­
tor de escale como parimetro sistemético a determi 
nar en el ajuste para las medidas Laser.
ITELU » variable numérica, si ITELU 0 se considéra fac­
tor de escala como paramètre sistemético para Isf 
medidas de distancia con microondas.
lACIM m variable numérica, si lACIM V 0 se considéra cons 
tante de orientaciôn como parémetro sistemético 
para las observaciones de acimut astronômico.
lALFA m defecto de rango de la matriz normal.
READ {LECT ,113) KLD, KV, KT. KEO, KEN. Kl, INI. ICON. ISIMUL, IVSC,
lOSC
113 FORHAT(9I5,25X,2I5)
KLD “ variable numérica de escritura, si KLD > 0 no se 
lista la tabla de vértices y observaciones. si 
KLD ^ O s e  listan la tabla de vértices y observa­
ciones.
KV m variable numérica de escritura, si KV > 0 no lista
la tabla de residues, s i K V ^ O  se lista la tabla ce 
resicuos.
KT « variable numérica de escritura, si KT • 0 no lista 
la tabla de acimutes y distancias compensadas, si 
KT 0 se lista la tabla de acimutes y distancias 
compensadas.
KEO ■ variable numérica de escritura, si KEO » 0 no lista 
la tabla de relaciones de observaciôn, si KEO 4 0 
lista la tabla de relaciones de observaciôn.
Kl m variable numérica de escritura, si Kl > 0 no lista 
la tabla con el valor de las incôgnitas, si Kl 0 
lista la tabla de incôgnitas.
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INI m variable numérica, si INI « 0 no almacena en un
fichero de acceso secuencial la tabla de incôgni­
tas, si INI ^ O s i l o  hace.
ICON m variable numérica, si ICON ^ 0 no se détermina
la matriz inversa de la normal, y por tanto no se 
calculan errores medios cuadrâticos ni elipses de 
error de las incôgnitas. Si ICON 4 0 se détermina 
la matriz inversa, errores i elipses de error.
ISIMUL " variable numérica, si ISIMUL " O s e  trata de la 
compensaciôn de una red con observaciones rea- 
les, si ISIMUL ^ O s e  trata de la simulaciôn de 
una red.
IVSC m variable numérica, si IVSC * G las coordenadas a- 
proximadas de los puntos de la red vienen dadas 
en grados sexagésimales, si IVSC ^ 0 en grados 
centésimales.
lOSC m variable numérica, si lOSC > 0 las observaciones 
angulares vienen dadas en grados sexagésimales, 
si lOSC ^ 0 en grados centésimales.
READ(LECT,120) E2,RA 
120 FORMAT(F20.16,10X,F10.1) •
E2 " segunda excentricidad del elipsot,ide de referenda.
RA “ semieje mayor del elipsoide de referenda.
READ(LECT,101) EMA,EMD,FBO,(FB(I),1-1,4)
101 FORMAT(2F15.6,5P10.5)
EMA - Desviaciôn tipica a priori para las observaciones 
angulares.
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EMD - Desviaciôn tipca a priori para las observaciones 
de distancia.
FBO » factor de ponderaciôn de bloque para las observa­
ciones del grupo 0.
F6(l) - factor de ponderaciôn de bloque para las observa
' ciones del grupo 1.
FB(2) B factor de ponderaciôn de bloque para las observa
ciones del grupo 2.
FB(3) - factor de ponderaciôn de bloque para las observa 
ciones del grupo 3.
FB(4) m factor de ponderaciôn de bloque para las observa 
ciones del grupo 4.
Las sentencias 124 a 140 dan valores estandar a las variable* 
anteriores en caso que sean cero. Estos valores son,
EMA = 0.35 segundos sexagésimales.
EMD - 0.07 metros.
FBO,(FB(I).1-1,4) - 1.
Las sentencias 141 a 168 escriben los datos générales de la 
compensaciôn.
Las sentencias 170 a 189 hacen la lectura de la tabla de coor 




NP(I) - numéro del vértice i-ésimo.
L0(I) - longitud del vértice i-ésimo en notaciôn seudode 
cimal, es decir, por ejemplo,
LO(I) - - 6.13214213 - - 6fi 13' 21T4213
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LA(I) m latitud del vértice i-ésimo en notaciôn seudode- 
cimal.
ALT(I) m altura del vértice i-ésimo en metros.
(NOMBRE(I,K),K-1,24) » nombre del vértice i-ésimo.
ICOV(I) m clave numérica, si ICOV(I) » 0 se détermina el 
error medio de las incôgnitas que genera este 
vértice, si ICOV(I) ^ 0 no se determinan.
IVP m clave numérica, si IVP - 0 el vértice esté estacio- 
nado, si IVP ft 0 no esté estacionado.
IFA - clave numérica, si IFA - 0 el vértice es aproxinado 
si IFA ft 0 el vértice es fijo.
Las sentencias 190 a 216 hacen la impresiôn de la tabla de 
vértices.
Las sentencias 220 a 252 realizan la numeraciôn y célculo de 
las incôgnitas que intervienen en el ajuste, tanto de orientaciôn, 
como de coordenadas e incôgnitas sisteméticas.




NPE m nûmero del punto de estaciôn 
NPV - nûmero del punto visado 
CBS « valor de la observaciôn 
PESO » peso de la observaciôn
LONA « longitud astronômica en las observaciones de aci­
mut astronômico para efectuar la correcciôn de La 
place.
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IP m variable numérica de identificaciôn de bloque para 
asignaciôn de peso.
IP * 0, se le asigna el factor FBO
IP » 1, se le asigna él factor FB(1)
IP • 2, se le asigna el factor FB(2)
IP « 3, se le asigna el factor FB(3)
IP • 4, se le asigna el factor FB(4)
lOAD - variable numérica de identificaciôn de la observa- 
ciôn.
lOAD » 0, observaciôn angular de direcciôn
lOAD » 1, observaciôn de distancia
lOAD - 2, observaciôn de acimut astronômico.
En las sentencias 290 a 292 se détermina el peso de las obse: 
vaciones, en funciôn de los factores de bloque, de las desviacio- 
nes tlpicas a priori y del peso correspondiente a cada observaciôr 
individual, mediante la funciôn PESOl.
Las sentencias 296 a 319 escriben la tabla de observaciones.
Las sentencias 323 a 417 realizan el control de las observa­
ciones y forman las relaciones de observaciôn. Se hace llamada a 
las subrutinas CONTRl, CONTRO, CLASl, COEFOB o COEFMT segûn las 
incôgnitas en coordenadas sean en radianes o en metros.
Cada relaciôn de observaciôn se almacena en los vectores 
(JRO(I),I-l,6) y (COEF(I),1-1,6), indicando con JRO el puntero de 
las incôgnitas y por COEF el coeficiente que esta incôgnita tiene 
en la relaciôn de observaciôn correspondiente. Finalmente las 
relaciones de observaciôn son almacenadas en las matrices.
A(I,J) - COEF(J), I-1,NT0, J-1,5
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JK(I.J) . JRO(J), I»1,NT0. J-1,5 
FL(I) - C0EF(6), I-l.NTO 
siendo NTO en nûmero total de relaciones de observaciôn.
Las sentencias 418 a 451 escriben la tabla de relaciones de 
observaciôn.
Las sentencias 452 a 519 escriben los parametros caracteristi 
cos de la red.
Las sentencias 520 a 551 inicializan las variables para la pos 
terior resoluciôn del sistema normal.
Las sentencias 552 a 566 realizan la resoluciôn del sistema 
normal. Las subrutinal utilizadas son: NORMAN que détermina la ma­
triz normal a partir de las relaciones de observaciôn, FACTOR que 
realiza la factorizaciôn triangular de la matriz normal por el 
método de Cholesky y SOLN que hace la resoluciôn del sistema nor­
mal .
Las sentencias 571 a 629 hacen la impresiôn de las incôgnitas 
del ajuste.
Las sentencias 635 a 795 calculan e imprimen las coordenadas 
compensadas de los puntos de la red.
Las sentencias 796 a 896 calculan e imprimen los residuos, 
tanto ponderados como sin ponderar de las observaciones.
Las sentencias 897 a 946 calculan y escriben el error medio 
cuadratico del ajuste, asi como la suma de los residuos ponderados 
y la suma de sus cuadrados.
La sentencia 945 hace llamada a la subrutina RESIDU que hace 
el anâlisis estadistico de los residuos, por clases de observa­
ciones, con el fin de detectar posibles sistematismos en su dis- 
tribuciôn.
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Las sentencias 947 a 1.178 determinan los errores medios cua­
drâticos de las incognitas del ajuste, asi como las elipses de e- 
rror en cada punto de la red. La inversion del sistema normal se 
hace con la subrutina INVERS, aplicando el algoritmo de Cholesky. 
Las elipses de error en cada punto se determinan por las bien co- 
nocidas formulas,
A - arctag(s^y /(s^ - s^))
b . (.2 . .2 - / + 4.^yl/2
"  * 'y * J  ' 4  - * ",y'/Z
siendo.
s^ “ varianza en la determinaciôn de la longitud
sy - varianza en la determinaciôn de la latitud
s^y - covarianza entre la longitud y la latitud 
A m acimut del semieje mayor de la elipses de error 
b “ semieje menor de la elipse de error
a s semieje mayor de la elipses de error.
Las sentencias 1054 a 1081 escriben la tabla de errores medi­
os cuadrâticos y las elipses de error para cada punto de la red.
Las sentencias 1082 a 1178 determinan las incôgnitas sistemâ-
ticas y sus errores medios cuadrâticos.
En las sentencias 1179 a 1275 se determinan las siguientes 
cantidades de interés geodésico para cada observaciôn:
- error medio cuadrâtico a priori, en segundos y metros para las
observaciones angulares, y en metros y partes por millôn para las
distancias.
- error medio cuadrâtico de la observaciôn, en segundos y metros
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para las observaciones angulares, y metros y partes por millôn 
para las distancias.
- error medio cuadrâtico del residue.
- residue tipificado, haciéndose el test de Baarda para la dete- 
cciôn de errores groseros. En caso que el valor absolute del re­
sidue tipificado sea mayor que el nûmero critico dado de antema- 
no para un cierto nivel de probabilidad, CRITIC, se hace una lla­
mada de escritura, en donde aparece "OBSERVACION RECHAZADA".
- Se determinan los parâmetros de fiabilidad tanto interna como 
externa en el sentido de Baarda, para analizar el control que la 
geometria de la red hace sobre las propias observaciones, determi- 
nandose ademâs el error que habria que cometer en cada observaciôn 
para que el test de Baarda lo detecte, con probabilidad del 1% y
con una potencia de test del 80%.
- Finalmente se détermina el parâmetro de fiabilidad total de la 
red.
( Estos conceptos vienen desarrollados en los apartados 2 y 3 del 
capitulo 4)
En la sentencia 1276 se llama a la subrutina ELIREL que de­
termine las elipses de error relatives entre las observaciones.
Las sentencias 1277 a 1381 determinan y escriben los acimu­
tes y distancias calculados a partir de las coordenadas compensa­
das entre las observaciones, asi como las coordenadas UTM, fac­
tor de escala y convergencia de meridianos de cada vértice.
A continuaciôn se va a describir brevemente las funciones y 
subrutinas que utiliza este programa.
DOUBLE PRECISION FUNCTION PESOl(PESO,IP,FBO,FB,PINF)
La funciôn PESOl asigna el peso de las observaciones, en fun-
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PESO “ peso de la observaciôn
IP » clave para indicar el bloque de la observaciôn
FBO,(FB(I),I-l,4) - factores de ponderaciôn para cada bloque de ob
servaciones..
PINF - peso asignado a las ecuaciones de condiciôn.
SUBROUTINE COIJTRl (NT, NI, IHKK , NULO )
La subrutina CONTRl hace el control para detectar si hay mas 
de un acimut observado en un punto, si es asi, la variable NULO 
toma el valor 1 y se da un aviso de error.
SUBROUTINE CONTRO(NT,NI,N2,NO,10,OBS,LONA,NOA,NOD,NOZ.NOZL,NULO, 
OB)
NT - nûmero total de vértices del ajuste
NI - nûmero del punto de estaciôn
N2 - nûmero del punto visado
NO - nûmero de la observaciôn
10 “ clave de la observaciôn
OBS - valor de la observaciôn
LONA = longitud astronômica del punto de estaciôn (observaciones 
de acimut astronômico)
NOA “ contador para observaciones de direcciôn
NOD - contador para observaciones de distancia
NOZ - contador para observaciones de acimut astronômico
NOZL - contador para observaciones de acimut geodésico
NULO « variable numérica que toma los valores 0 y 1
OB m valor de la observaciôn corregida, en radianes para angulares
y en metros para las distancias.
La subrutina CONTRO realiza el control de las observaciones, 
dando un aviso de error en los casos siguientes, tomando la varia-
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ble NULO el valor 1, el punto de estaciôn o el punto visado no e- 
xiste en la tabla de vértices, el punto de estaciôn y el punto 
visado tienen el mismo nûmero, existe una observaciôn de distan­
cia entre puntos fijos, existe una observaciôn de acimut entre 
puntos fijos. Finalmente por medio de la funciôn RAD2 se pasan las 
observaciones a radianes y se corrigen los acimutes transformàn- 
dose al sistema geodésico mediante la ecuaciôn de Laplace.
SUBROUTINE CLASl(NTV,NIO,NPE,NPV,X ,JRO,LOG,LOgl)
NTV « nûmero total de vértices
NIO m nûmero de incôgnitas de orientaciôn del ajuste 
NPE,NPV m nûmero del punto de estaciôn y del punto visado
En esta subrutina se identifican en la tabla de vértices los 
puntos de estaciôn y visado de la observaciôn tratada. Las varia­
bles lôgicas LOG y LOGl toman de entrada el valor TRUE, si el pun­
to de estaciôn es vértice fijo en la compensaciôn, la variable 
LOG toma el valor FALSE, y si lo es el punto visado la variable 
LOGl es FALSE.
Se realiza la numeraciôn de las incôgnitas, de acuerdo a la 
entrada de la tabla de vértices, estando en primer lugar las incôg 
nitas de orientaciôn, y a continuaciôn las incôgnitas en coordena­
das. En el vector (JRO(I),I-l,5 ) sé almacenan los lugares que ocu- 
pan las incôgnitas en la relaciôn de observaciôn, y en el vector 
X(I),1-1,6 se almacenan las coordenadas aproximadas de los puntos 
de estaciôn y visado, es decir 
JRO(l) - lugar de la incôgnita de orientaciôn
JR0(2) - lugar de la incôgnita d ^  para el punto de estaciôn
JROO) - lugar de la incôgnita d ^  para el punto de estaciôn
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JR0(4) - lugar de la incôgnita d ) para el punto visado 
JR0(5) - lugar de la incôgnita d para el punto visado 
X(l) m longitud aproximada del punto de estaciôn 
X(2) - latitud aproximada del punto de estaciôn 
X(3) - altura del punto de estaciôn 
X(4) - longitud aproximada del punto de visadocn 
X(5) - latitud aproximada del punto de visadocM 
X(6) m altura del punto visado.
SUBROUTINE COEFOB ( N , NPE , NPV , X . 10, IP . E , A , LOGE , LOGV , OB, PESO, C, NULO ) 
La subrutina COEFOB hace el câlculo de los coeficientes de 
las relaciones de observaciôn. Los parâmetros son 
N - nûmero de identif icaciôn de la observaciôn de direcciôn en la 
vuelta de horizonte
NPE,NPV m nûmero de los puntos de estaciôn y visado
X - vector de coordenadas aproximadas del punto de estaciôn y visa
do
10 » clase de la observaciôn (direcciôn, acimut o distancia)
E - segunda excentricidad del elipsoide de referencia 
A - semieje mayor del elipsoide de referencia
LOGE,LOGV s variables lôgicas, son TRUE para punto aproximado y
FALSE para punto fijo
OB - valor de la observaciôn
PESO m peso de la observaciôn
C - vector donde se almacenan los coeficientes de cada relaciôn de 
observaciôn
NULO > variable numérica que toma el valor 1 cuando la observaciôn 
es errônea.
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Las sentencias 1583 a 1586 determinan los radios de curvature 
y la normal en los puntos de estaciôn y visado, q^. q^, Ng, N^.
La sentencia 1588 llama a la subrutina IwVELl que détermina 
la distancia sobre el elipsoide y los acimutes directo y recipro- 
co entre el punto de estaciôn y el punto visado, Dg^, Ag^, A^g. Si 
Dgy - 0, es dedir, las coordenadas del punto de estaciôn y visado 
coinciden, se da una llamada de error y la variable nulo toma el 
valor 1.
Las sentencias 1600 a 1647 forman las relaciones de observa­
ciôn de acuerdo a las expresiones:
a.- Relaciôn de observaciôn de direcciôn.
Las sentencias 1604 a 1608 corrigen por altitud del punto vi­
sado y lînea geodésica las observaciones angulares de direcciôn.
Las relaciones de observaciôn se pueden escribir en general 
en la forma,
(d/C(l) + C(2) d ) g + C(3) d f g + C(4) d + C(5) d'j^) PESO - 
- C(6) PESO.
En el caso de observaciones de direcciôn se tiene 
d^ - incôgnita de orientaciôn de la vuelta de horizonte 
dig, d g  m incôgnitas en coordenadas para el punto de estaciôn 
d ) y, d'fy ■ incôgnitas en coordenadas para el punto visado 
PESO « peso de la observaciôn.
Los coeficientes C(I), 1-1,6 estàn dados por 
C(l) - -1
C(2) » Ny COS(*f^) COS(Ayg)/Dgy
C(3) ■ 9g S€n(Agy)/D^y 
C(4) « - C(2)
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C(5) * Qy sen(A^g)/Dgy 
C(6) - (Agy - OB -DES)
siendo DES la desorientaciôn de la vuelta de horizonte.
b.- Relaciôn de observaciôn de acimut astronômico.
Es idéntica a la anterior haciendo C(l) « 0 y DES =0.
c.- Relaciôn de observaciôn de distancia.
En este caso,
C(l) . 0
C(2) «= Ny cos('fy) sen(Ayg)
C(3) - - qg cos(Agy)
C(4) - - C(2)
C(5) - - qy cos(Ayg)
C(6) * (Dgy - OB)
La consideraciôn de parâmetros sistemâticos para observacio­
nes de acimut y distancia lleva a introducir C (1) - -1, y la in­
côgnita dA (constante de orientaciôn) para acimutes astronômicos, 
y C(l) » - Dgy y la incôgnita dE (factor de escala) para distan­
cias .
Por ultimo digamos que estas fôrmulas pueden encontrase en 
cualquier tratado de geodesia, como por ejemplo, Bomford, 1971.
SUBROUTINE CURVAT(E ,A ,LA,R )
E « excentricidad del elipsoide de referencia 
A » semieje mayor del elipsoide de referencia 
LA = latitud.
Esta subrutina détermina el radio de curvature R en el punto 
de latitud LA.
SUBROUTINE NORMAL(E,A .LA,N )
K K factor de escala
KC,KG,KM,KS « convergencia de meridianos, KC = carâcter para el 
signo, KG, KM, KS = convergencia en grados, minutes y segundos.
La subrutina UTM détermina las coordenadas UTM de un punto 
dado por las coordenadas geodésicas ( f , 1 ) , asi como el factor de 
escala y la convergencia de meridianos en dicho punto.
SUBROUTINE RESIDU(N,M,VAR)
N » nûmero de incognitas del ajuste
M = nûmero de observaciones
VAR - varianza de peso unidad
V(I),I»1,M « vector de residuos
VP(I),I«1,M - vector de residuos ponderados
DIS(I),1*1,M * vector de distancias entre observaciones
IP(I),1*1,M * vector de claves de bloque para cada observaciôn
lOAD(I),1*1,M * vector de claves de cada observaciôn.
En esta subrutina se calculan los valores medios de los resi­
duales de cada bloque de observaciones, de los residuales pondera­
dos y residuales parcialmente tipificados, asi como las desviacio- 
nes tipicas y desviaciones tipicas de las médias.
SUBROUTINE NORMAN(M,N)
M * nûmero de relaciones de observaciôn
N * nûmero de incôgnitas
La subrutina NORMAN forma la matriz normal a partir de las re 
laciones de observaciôn, (Musio,




La subrutina NORMAL calcula la normal principal N de la elip­
se meridiana en el punto de cômputo de latitud LA.
SUBROUTINE INVELl(L1,HI.L2.H2,EE,RA.DPI.ZE.ZV,DIC)
L1 •  longitud del punto de estaciôn 
H1 « latitud del punto de estaciôn 
L2 « longitud'del punto visado
H2 * latitud del punto visado
EE « excentricidad del elipsoide de referencia
RA « semieje mayor del elipsoide de referencia
DPI . 2 PI
ZE - acimut de la linea geodésica que une lOs puntos de estaciôn 
y visado.
ZV m acimut de la linea geodésica que une los puntos visado y de 
estaciôn
DIC * distancia sobre el elipsoide de referencia entre los puntos 
de estaciôn y visado.
La subrutina INVELl resuelve el problema inverso de la geode­
sia geométrica sobre el elipsoide para grandes lineas geodésicas, 
segûn las fôrmulas de Sodano
SUBROUTINE GRAD2(RAD,PI,DPI,ISC,G,LM,SEG)
La subrutina GRAD2 transforma un ângulo dado en radianes RAD 
en grados, minutos y segundos G, LM, SEG, sexagésimales si ISC - 0 
y centésimales si ISC * 1.
SUBROUTINE UTM(LON.LAT,X,Y .HUSO,K,KC,KG,KM.CS)
LON » longitud del punto 
LAT - latitud del punto 
X ,Y « coordenadas UTM del punto 
HUSO * Huso del punto
siendo la matriz A, la matriz de coeficientes de las relaciones de 
observaciôn, almacenandose unicamente los elementos distintos de 
cero. La matriz lA es el puntero que indica a que incôgnitas multi 
plican los coeficientes de A. El vector B de termines independien- 
tes de las relaciones de observaciôn y el vector KA que indica el 
nûmero de ele,mentos distintos de cero de cada relaciôn de observa 
ciôn.
La matriz normal queda almacenada en forma vectorial en el 
vector C (I) de la siguiente manera. Unicamente quedan almacenados 
los elementos entre el elemento correspondiente de la diagonal 
principal y el ûltimo no nulo de la columna. Esto hace que sean 
ventajosas estructuras tipo banda en la matriz normal, con el fin 
de minimizar el nûmero de elementos almacenados en el vector C.
El vector IC identifies el nûmero de elementos almacenados por 
columna en el vector C.
Consideremos el ejemplo. Sea la matriz normal
0,5
2
En este caso se tendria
C(l) - 1 C(2) - 2 C(3) - 0.5 C(4) « 3
C(6) - 4 C(7) « 0 C(8) . 0 C(9) - 0.5
IC(1) - 1 IC(2) . 2 IC(3) « 2 IC(4) - 4
C(5)
Si la matriz N fuese de la forma 




C(l) = 1 C(2) = 2 C(3) = 0.5 C(4) = 3 C(5) * 1
C(6) * 4 C(7) = 0.5
IC(1) . 1 IC(2) = 2 IC(3) - 2 IC(4) = 2
En el vector D se almacenan los terminos independientes del 
sistema normal.
SUBROUTINE FACTOR(N)
N = nûmero de incognitas
La subrutina FACTOR realiza la factorizaciôn de la matriz nor 
mal N segûn el algoritmo de Cholesky, dândose una llamada de errot 
en el caso en que se encuentren elementos menores o iguales a cero 
en la diagonal principal al hacerse la factorizaciôn de N en dos 
matrices triangulares (Sevilla, M.j)
SUBROUTINE SOLN(N,X)
N * nûmero de incôgnitas
X * vector en el que se almacena la soluciôn del sistema normal.
La subrutina SOLN hace la resoluciôn del sistema normal una 
vez factorizado, como producto de dos matrices triangulares. La 
soluciôn se almacena en el vector X(I),I=1,N.
SUBROUTINE INVERS(N,X)
N - nûmero de incôgnitas
La subrutina INVERS realiza la inversiôn de la matriz normal 
y almacena la matriz inversa en el mismo vector C de las normales.
SUBROUTINE DQVVP(K,T)
K * nûmero de la relaciôn de observaciôn
T * valor del producto matricial A^ C^^ A^ , siendo A^ la fila K-
ésima de la matriz de relaciones de observaciôn y C ig matriz
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de varianzas - covarianzas de las incôgnitas.
SUBROUTINE COEFMT(N .NPE,NPV.X,10,IP,E,A,NO,LOGE,LOGV.OB,PESO,C . 
NULO)
La subrutina COEFMT es idéntica a la subrutina COEFOB que de- 
terminaba los coeficientes de las relaciones de observaciôn, para 
las incôgnitas en radianes. La subrutina COEFMT determine los coe- 
ficientes de las relaciones de observaciôn considerando las in­
côgnitas en metros.
SUBROUTINE ELIREL(EMM,NTO,NTV,EPP,TITUL)
EMM - error medio cuadrâtico de peso unidad 
NTO - numéro total de observaciones 
NTV - nûmero total de vértices
EPP - valor para el paso de elipses de error estandar a elipses 
de error de confianza a un cierto nivel de probabilidad 
TITUL * titulo del trabajo.




El programa CORDVN escrito en Fortran IV y en aritmética de 
doble precision en el ordenador FACOM del I.G.N., corrige las ob­
servaciones angulares de desviaciôn de la vertical y las distan­
cias por ondulaciôn del geoide, creando un fichero de acceso se­
cuencial con"las observaciones ya corregidas y en el mismo forma- 
to que el fichero de observaciones de lectura.
Las sentencias 1 a 7 definen y dimensionan las variables de 
programa, siendo E2 la excentricidad y RA el semieje mayor del 
elipsoide de referencia.
La sentencia 8 hace la lectura de claves,
READ(5,100) IOA,IOD,IOND 
FORMAT(315)
lOA m clave numérica que toma los valores 0, 4 0. Si lOA * 0 se cc 
rrigen las observaciones angulares por desviaciôn de la vertical, 
si lOA W 0 no se hace dicha correcciôn.
lOD m clave numérica que toma los valores 0, 0. Si lOD * 0 se
corrigen las observaciones de distancia por ondulaciôn del geoide, 
si lOD 0 no se hace esta correcciôn.
lOND m clave numérica que toma los valores 0. y< 0. Si lOND * 0 se 
toman las ondulaciones del geoide con su signo, si lOND y( 0, se 
cambia el signo de las ondulaciones del geoide.




N m numéro de vértice
RL m longitud geodésica del vértice
NF s latitud geodésica del vértice 
AL * altura del vértice 
TITUL - nombre del vértice
La lectura de vértices acaba con ficha en blanco, almacenândo 
se los datos en los vectores, NP(I) para los numéros, RLO(I) para 
las longitudes, RLA(I) para las latitudes y ALT(I) para las alti­
tudes .
La variable NTV indica el nûmero total de puntos o vértices. 
Las sentencias 21 a 29 hacen la lectura de los datos de des­




NQ(I) - nûmero del punto dato en desviaciôn de la vertical y ondu­
laciôn del geoide.
PSI(I) « componente f de la desviaciôn de la vertical
ETA(I) - componente  ^ d* la desviaciôn de la vertical
OND(I) - ondulaciôn del geoide.
El nûmero de puntos dato en ( ? ,  ^, N ) es NTVl.
En la sentencia 30 se hace la lectura de las observaciones,
READt 5,104) NE,NV,OBS,PESO,RLONA,IP,lOAD 
104 FORMAT(2I4,2X,F16.7,13X,F11.6,2X,F?.7,8,7X,2I2)
NE ■ numéro del punto de estaciôn 
NV « nûmero del punto visado 
OBS « valor de la observaciôn 
PESO “ peso de la observaciôn
RLONA m longitud astronômica del punto de estaciôn (observaciones 
de acimut astronômico)
IP » claves de bloque de la observaciôn 
lOAD * clase ô® la observaciôn
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La lectura de observaciones termina con ficha o registre en 
blanco.
Las sentencias 39 a 65 hacen la identificaciôn y control de 
las observaciones. La sentencia 66 llama a la subrutina INVELl que 
détermina los acimutes directo y recîproco y la distancia entre el 
punto de estaciôn y visado.
Las sentencias 67 a 77 hacen las correcciones por desviaciôn 
de la vertical para las observaciones angulares, segûn la expre- 
siôn,
DOS - -( ( sen(Agy) - 2 cos(Agy)) tag(^gy)
Agy m acimut de la linea punto de estaciôn punto visado 
t , 2 " componentes de la desviaciôn de la vertical en el punto
de estaciôn
j) gy * ângulo cenital entre los puntos de estaciôn y visado, cal- 
culado por la expresiôn
^ gy - (AL2 - ALI)/Dgy
AL2 m altitud del punto visado 
ALI m altitud del punto de estaciôn
Dgy m distancia entre los puntos de estaciôn y visado
La correcciôn DOB en segundos se le suma a la observaciôn an­
gular.
La correcciôn de las distancias por la separaciôn geoide-elig 
soide se hace mediante las expresiones
DOB - - ONM Dgy/6371000 
ONM - (ONMl + ONM2)/2 
ONMl - ondulaciôn del geoide en el punto de estaciôn
0NM2 - ondulaciôn del geoide en el punto visado.
La sentencia 78 escribe en un fichero secuencial la observa­
ciôn corregida o sin corregir, depende de las claves de entrada, y 
segûn sea la observaciôn angylar o de distancia, con el formato 
de entrada de observaciones 104.
El programa CORDVN utiliza la subrutina INVELl para el câlcu­
lo del problema inverso de la geodesia geométrica, ya explicada 
en el programa PROGCCl, y la funciôn RAD2 para el paso de ângulos 
dados en grados, minutos y segundos a radianes, también comentada 
en el programa PROGCCl.
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10.6.- Programa ABELIl
El programa ABELIl escrito en Fortran IV en el ordenador FA­
COM del I.G.N. en aritmética de doble precision realiza grâficos 
de redes geodésicas con la posibilidad de dibujar las elipses de 
error procedentes de una compensaciôn.
Las sentencias 14 a 37 definen e inicializan las variables, 
asi como los bloques COMMON.




CTE - escala para las elipses de error 
CTEl - escala de dibujo 
TITUL * titulo del trabajo
Las sentencias 49 a 63 hacen la lectura de uniones de la red,
READ(5,1003,end»999) NPE(L),NPV(L)
1003 PORMAT(2I10)
NPE(L) * numéro de punto de estaciôn 
NPV(L) - nûmero de punto visado
Las sentencias 69 a 80 hacen la lectura del fichero de coorde 
nadas y elipses de error,
READ(5,501) N,CON,CAT,NOM,A,B.GIRO 
501 FORMAT(I7,F13.8,F15.8,A20,2F8.5.F9.6)
N = nûmero del punto 
CON - longitud del punto
A ■ semieje mayor de la elipse de error
B » semieje menor de la elipse de error
GIRO = acimut del semieje mayor de la elipse de error
La sentencia 77 hace la llamada a la subrutina GEOUT que
transforma las coordenadas geodesicas en UTM, almacenandose los 
datos en,
NE(I) - N 
X(I) » XA CTEl 
Y(I) = YA CTEl 
EA(I) - A CTE 
EB(I) * B CTE 
OR(I) « GIRO 
NOMBRE(I) « NOM
siendo XA, YA las coordenadas UTM del punto en cuestiôn, calcula- 
das con la subrutina GEOUT.
Las sentencias 109 a 115 determinan la X maxima y la X minima 
asi como la Y maxima y la Y minima, dadas por XMAX,XMIN,YMAX,YMIN.
Las sentencias 122 a 146 determinan los incrementos DX » XMAX 
- XMIN y D Y -  YMAX - YMIN, y la escala para que el dibujo se ajus­
te al tamaAo del plotter y sea un numéro redondo.
Las sentencias 153 a 194 pasan las coordenadas UTM de los pun 
tos a coordenadas dibujo, y utiliza la subrutina del sistema PLOT, 
SIMBOL y NUMBER para dibujar los puntos de la red, el nombre y el 
numéro del punto. En la sentencia 193 se llama a la subrutina 
ELIPSE que dibuja las elipses de error.
Las sentencias 200 a 206 dibujan el marco de la red y las 212 
a 220 dibujan el nombre del trabajo y la escala.
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Finalmente, las sentencias 227 a 253 dibujan las uniones u ct 
servaciones entre los vertices, haciéndose la identificacion de 
los puntos de estaciôn y visado en la tabla de estaciones por me­
dio de la subrutiba BUS.
Las subrutinas y funciones que utiliza el programa son:
SUBROUTINE GEOUT
La subrutina GEOUT transforma coordenadas geodésicas en UTM. 
Tiene un bloque COMMON dado por 
COMMON/OBV/ XA,YA,CON,CAT,NH
XA = coordenada X UTM
YA » coordenada Y UTM
CON » longitud geodésica
CAT = latitud geodésica
NH » numéro del huso del punto.
DOUBLE PRECISION FUNCTION RAD2(H,PI,ISC)
La funciôn RAD2 transforma àngulos dados en grados, minutes 
y segundos, sexagésimales o centésimales, segûn ISC = 0 o ISC = 1 
en radianes.
SUBROUTINE ELIPSE(XO,YO,GIRO,A,B)
La subrutina ELIPSE dibuja las elipses a partir de las coor­
denadas del centre XO,YO, el acimut del semieje mayor GIRO, los 
semiejes mayor y menor A y B.
SUBROUTINE GIRTRA(X,Y ,CA,CB,XO,YO)
La subrutina GIRTRA realiza la traslacion y el giro de la e- 
lipse que ha side calculada centrada y sin girar. La matriz de 
rotacion es.
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CA - CB 
CB CA
y la traslacion (XO,YO).
SUBROUTINE BUS(N ,XB,YB,KL.MM)
N m numéro del punto en la observacion o enlace 
XB,YB = coordenadas del punto
KL m variable numérica, KL > 0 si el punto N no esta en la tabla 
de vertices. KL ■ 1 en caso contrario.
MM m numéro de puntos de la red.
La subrutina BUS identifica y détermina las coordenadas en la 




Cambio de sistema de referencia.
La teorla de 1-formas diferenciales tiene aplicaciôn directe 
a algunos problèmes geodésicos, debido a la linealidad de aquellas 
y a trabajar en geodesia linealizando los problèmes que a priori 
son no lineales. Un caso particular en donde las formas diferen­
ciales facilitan calcules muy laboriosos, es el problème de cam- 
bios de sistema de referencia que vamos a tratar a continuaciôn.
En cada punto del espacio de interés geodésico podemos intro-
ducir el sistema de referencia E definido por los campos vecto- 
riales, E^  ^en el piano tangente al elipsoide homotético al de re­
ferencia que pesa por el punto en cuestiôn y dirigido hacia el 
Morte, Eg en el mismo piano y dirigido hacia el Este y E^ normal 
al elipsoide, de forma la terna (E^,Eg,Eg) sea ortonormal y dex- 
trôgira. Sea ( 0 & ^ ^ ) las 1-formas duales a los campos E^,
es decir, Bj(E^) * ^ij’ Definamos el sistema de referencia canô-
nico euclideo por U = (U^, Ug, Ug ) , siendo U^  ^ paralelo al ecuador
del elipsoide y dirigido hacia el Morte, Ug paralelo al ecuador
del elipsoide y dirigido hacia el Este y Ug paralelo al semieje
menor o de revoluciôn del elipsoide. Si se suponen los campos vec- 
toriales U^ unitarios, la terna (Ug^,Ug,Ug) es ortonormal y dex- 
trôgira, y sea ( , ^2 '/*’3 ^ las 1-formas duales de los campos
U^. Se sabe (Moritz, H, 1980), que E y U estàn ligados por la ma­
triz de Frobenius A, dada por
U «a A E / -sen'f COS ) -sen ^  cos'f cos)
_ A m I -sen^sen^ cosA cosjsenl
E = A^U l cos^ 0 sent
siendo t y) la latitud y longitud geodésicas del punto.
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La formulaciôn dual nos dice que
( 8 ,, 8 ;, 8-3) .
Consideremos ahora los campos vectoriales definidos de for­
ma natural por las coordenadas ( ^ , h),
e » , ^/^h)
y las 1-formas diferenciales (d^ ,d A ,dh), duales de los campos 












siendo R^  ^y Rg los radios de curvatura del elipsoide de referen­
cia segûn las direcciones del meridiano y el paralelo respectiva- 
mente. De las relaciones anteriores se deduce la ecuaciôn funda­
mental
/ -sen^ COS ^ -sent sen \ cos 'f
/ ''4
'(Rg+h)d t
-sen ^ COS y 0 dy - (Rj^+h)cos'^ dl
 ^ cos'f COS y cost sen ^ sent y L dz j dh /
Se supondrà en lo que sigue que las variaciones de los paràme 
tros que definen el DATUM geodésico, son cantidades de primer or- 
den.
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Vamos a estudiar la variaciôn que sufren las coordenadas f  , 
^ , h, por una variaciôn da, de^, de los parâmetros semieje mayoi 
y excentricidad, a y e^ que definen la forma del elipsoide de re­
ferencia, por una traslaciôn del origen del sistema de referencia, 
por una rotaciôn de los ejes que definen el sistema de referencia 
y por un cambio de escala.
a.- Variaciôn de las cantidades t  » ^ ^ por un cambio da, de^.
Sean x,y,z las coordenadas cartesianas relacionadas con H* , 
y , h mediante las expresiones,
X « + h) cost cos y
y « (Rj^  + h) cost sen ^ 








siendo ^2 la matriz Jacobiana de la transformaciôn
^  x / l >  a s R^ COS t COS y/a
0  x/De^ - Rg sen^t cost cos ^  /2(1 - e^)
^  y/^ a - cost sen X /a
O  y^e^ - Rg sen^t cost sen X/Zil - e^ )
O  z/D a = Rj^ (1 - e^ ) sent /a
^  z/^e^ - (Rg sen^t - 2*1 ) sent/2
y por tanto.
- 254
(Rg + h)d t  \ -sent cos X -sen t sen X cost
(R, + h )cos t d^  !■ -sen \ cos y. 0
\ dh 1 cost cos y cos t sen X sent]
I R^cos t cos ^  /a RgSen^t cost cos ) /2(l-e^)
Rj^ cos t sen \  /• RgSen^f cost sen A/2(1-e^)
^ Rg^d-e^ )sen f /a (RgSen^t - 2Rj^)sent/a /
obteniendose finalmente,
(Rg+h )dt “ -(Rj^e^sent cost + Resent cost de^ ) /a
(Rj^+h)cost d i - 0
dh » (Rg^d-e^sen^t ) da - R^^sen^tde^)/a





b.- Variaciôn de t , ^ , h por una traslaciôn del origen del siste­
ma de referencia.
Sea (dXjj ,dyQ ,dZQ ) la variaciôn del origen del sistema de refe 
rencia, entonces
(dx,dy,dz) - (dx^,dyQ.dz^)
y aplicando la ecuaciôn fundamental se tiene directamente
(Rg^+h)dt ■ -sen f cos ) dx^ - sent sen ^ dy^ + costdZg
(Rg+h)cost d ^  * -sen^dXp + cos ^  dy^
dh ■ cos'jcosAdXQ + cost sen ^ dyg + sen t<3Zq
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c.- Variaciôn de t , ^ , h debida a una rotaciôn infinitesimal de 
los ejes del sistema de referencia.
Para una rotaciôn infinitesimal definida por los ângulos , 
Wg y Wg, se puede escribir la transformaciôn en la forma.
dx \ 0 "3 -w
dy 1 - -Wg 0 w
i dz 1 \ ~2 -Wi 0
considerando las rotaciones , Wg y Wg alrededor de los ejes x, 
y, z respectivamente. Sustituyendo x,y,z por sus valores en fun­
ciôn de Y » A , h se tiene
dx * Wg(R^+h)cost sen A - Wg(R^  ^( 1-e^ )+h)sen t
dy ■ -Wg (Rg^ +h)cost COS ^ + w^ (Rj^  ( 1-e^ )+h )sen t
dz » Wg(Rj^+h)cost COS y - (Rg^  ( 1-e^ )+h )cos t sen ^
Sustituyendo en la ecuaciôn fundamental tenemos,
i (Rg+h)dt = (a^/Rg^+h) (wgcos ^ - Wg^sen ^  )
(Rg^+h)cost d ^  ■ (Rg^ ( 1-e^)+h)sen t (Wgsen ^  + Wg^ cos A  ) - 
- Wg (Rg^ +h )cos
dh ■ (WgCos y  - Wg^ sen X )e^Rg^sen t cos t
d.- Variaciôn de t  , 1 , h por un cambio en la escala del modelo. 
Las variaciones dx,dy,dz pueden escribirse en este caso
/(Rg^+h)cos f COS \  '
(Rg^+h)cos t sen X
/ dx |
1 '
dy m dL y m dL
\ dz 1 1
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y aplicando la ecuaciôn fundamental se tiene
(Rg^ +h )d t “ e^Rg^sen t  cos t dL
(Rg+h)cost d A » 0
dh » (Rg^d-e^sen^t )+h)dL
Ahora bien, h » H + N, siendo H la cota ortométrica y N la 
ondulaciôn del geoide. Puesto que la cota ortométrica no varia 
con el cambio de DATUM se tiene que dh * dN, y reuniendo las ex­
presiones anteriores podemos escribir la variaciôn de N en funciôn 




R (l-e^sen^ t )  1^ 2 U) 2 j  .
-------------- da -   sen | de + cos J cos A dx^ +
+ cos Y sen ^  dy^ + s e n ^  ô Z q +
+ (WgCOS % - Wg^ sen A )e^RgSen t cos ^  + (Rg^  ( 1-e^sen^j^+h )dL
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Apéndice 2.
Precision de las observaciones espaciales.
Este apéndice dedicado a la precision de las técnicas espa­
ciales para fines geodésicos, y muy particularmente para la deter 
minaciôn del geoide, esté basado en las experiencias obtenidas pc 
el autor de la memoria, en el tratamiento de datos de procedencie 
de observaciones a satélites del sistema TRANSIT con métodos dc- 
ppler y de experiencias efectuadas en Alemania Federal con obser­
vaciones de interferometria de corta base en la red de primer or­
den .
El tema de la precision de las determinaciones doppler ha 
sido frecuentemente tratado en la literatura geodésica, pesoo ne 
se han dado soluciones definitivas, puesto que depende de muchos 
factores que varian sustancialmente. Vamos aqui a enumerar algunc 
de ellos desde el punto de vista de los resultados obtenidos en 
Espana.
Segûn se ha dicho en varias ocasiones a lo largo de este
trabajo, las técnicas de observaciôn doppler permiten obtener la
ondulaciôn del geoide respecto del sistema de referencia utili- 
zado para el câlculo de las coordenadas del punto de estaciôn, 
esto es, del sistema de referencia definido por las propias ôr- 
bitas de los satélites TRANSIT alrededor de la tierra. La obser­
vaciôn de un punto permite determiner las coordenadas cartesiana 
(X , Y,Z )g respecto del sistema S^ .^ Estas coordenadas cartesianas 
pueden ser transformadas a coordenadas geodésicas ( t , A ,h)g, y 
conocida la cota ortométrica del punto H por nivelaciôn, la on­
dulaciôn del geoide respecto a S^  ^viene dada por
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Luego el error en la determinacion de la cota geoide-elipsoi- 
Dde respecto a es
Js(Njg) . /s^(hjj) + s^(H)
supuestas independientes y H, lo que en realidad sucede, puesto 
que provienen de fuentes de informaciôn distintas. La evaluaciôn 
objetiva de s ) y s(H) no es sencilla, mâs en un pais como Es­
pana, en el que nunca se ha hecho un anâlisis serio de la red de 
nivelaciôn geométrica de alta precisiôn, sucediendo ademàs que 
las nivelaciones de las distintas zonas proceden de épocas muy 
distintas y sin ningün nexo de uniôn, pues el control mareogrâf'i- 
co no existe. Por otra parte la nivelaciôn trigonométrica de 
las redes de tercer orden pueden ofertar precisiones locales, 
nunca globales, y la aplicaciôn de estas técnicas espaciales es 
de carâcter global, al menos anivel nacional. Pongamos un ejem- 
plo concreto de esta situaciôn. El vértice Lagoa situado en Ga­
licia es una estaciôn de la red doppler, al realizar la transfor­
maciôn del sistema NWL9D utilizado para la reducciôn de las ob­
servaciones con efemérides précisas, al sistema geodésico ED79, 
se han encontrado residues después de la transformaciôn en la 
altitud del orden de los seis metros, lo que hace suponer que 
existe un error muy serio y del orden de los diez metros, bien 
en hp o en la cota ortométrica H, no habiéndose podido dar to- 
davia una soluciôn del problema. Esto nos indice la lamentable 
situaciôn de las ciencias geodésicas en Espana, pues hechos como 
este son inauditos en cualquier pais europeo.
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Las observaciones doppler que se estàn efectuando con gran 
profusion en nuestro pais con receptores J.M.R. y software para 
procesar la informaciôn de la misma casa comercial, reducidas con 
efemérides précisas y calculadas con la técnica del punto aisla- 
do, estàn dando errores totalmente incontrolados, como demuestra 
la repetibilidad de observaciones en un mismo punto, encontràn- 
dose discrepancies de màs de cinco metros en muchas ocasiones.
Las causes de tel situaciôn son varias y vamos a enunciarlas bre- 
vemente,
(i) No se ha hecho un seguimiento racional del estado de los re­
ceptores en cuanto a su frecuencia y su estabilidad en el tiempo, 
y es presumible que desde su vuelta de Guinea, en donde trabajaron 
en condiciones lamentables de humedad, el funcionamiento de los 
receptores ha sido malo y evidentemente inservibles para las pre­
cisiones exigidas en geodesia, inferiares a 0.50 metros. También 
el envejecimiento de los cuarzos que controlan la frecuencia,al 
tener estos aparatos una vida de màs de diez afios resta mucha
fiabilidad a los resultados obtenidos.
(ii) El software utilizado para el tratmiento de las observaciones 
es antiguo y malo, habiéndose localizado graves defectos en los 
programas, que los hacen inservibles para fines geodésicos.
(iii) Los parâmetros de precisiôn dados en el càlculo de una es­
taciôn son inservibles, puesto que dependen del numéro de pasos 
utiles procesados, es decir, del numéro de dias que està funcio- 
nando el receptor en una misma estaciôn. Asi para 60 pasos utiles 
se obtienen precisiones en la determinaciôn de las coordenadas 
del orden de los 0.80 metros, perd para 300 pasos utiles, se ob­
tienen precisiones del orden de los 0.20 metros. Esta informaciôn
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es falsa y no describe los graves errores sistematicos debidos tan 
to al estado de los receptores como a la determinacion de la 6r- 
bita y a la correcciôn troposferica.
(iv) La repetibilidad de las observaciones ha demostrado la 
falta de consistencia de los parâmetros de precision deducidos 
de los calculos individuales de cada punto.
Ante esta caôtica situaciôn, solamente podemos decir que pa­
ra fines geodésicos, tanto de control de redes planimetricas, co­
mo altimétricas y de geoide, los resultados obtenidos con la apli­
caciôn indiscrininada de las técnicas doppler no son validos, me­
nos lo que se esta haciendo en la actualidad. Ahora bien, esto no 
signifies que las técnicas doppler no puedan ofertar precisiones 
que sean validas para trabajos geodésicos en distancias inferio- 
res a 1000 kms, pero si han de cumplir ciertos requisites que pue­
den resumirse en: perfecto estado de los receptores, modelos ade- 
cuados para las correcciones atmosféricas y un software adecuado 
también para el proceso de las observaciones. Si estos requisites 
se verifican se puede hablar de precisiones inferiores a 1 parte 
por millôn en distancias de 500 kilômetros, lo que evidentemente 
serviria de control tanto para redes planimétricas como para geoi­
de .
Los tests efectuados en Espana a las observaciones doppler 
se pueden resumir en, comparaciôn de coordenadas procédantes de 
la compensaciôn de la red de primer orden en el sistema geodésico 
ED79, con coordenadas obtenidas por observaciôn a satélites 
TRANSIT resducidas con efemérides de precisiôn y calculadas en 
el sistema NWL9D, y en la compensaciôn de la red de traslocaciôn
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doppler. Discutimos a continuaciôn brevemente los resulatdos obte 
nidos, que nos pueden dar una idea de la bondad de las observacic 
nés por técnicas doppler en Espana.
a.- Comparaciôn de los sistemas geodésicos ED79 y NWL9D.
El sistema geodésico ED79 proviens de la nueva compensaciôn 
de la red europea de triangulaciôn con DATUM Munich y elipsoide 
internacional como superficie de referencia. En este calcule han 
entrado las nuevas observaciones tanto de distancias laser y mi- 
croondas como acimutes astronômicos, que garantizan el control 
en orientaciôn y escala de esta nueva versiôn de la red de trian­
gulaciôn de Europa.
Por otra parte en Espana se ha participado en distintas cam- 
panas de observaciôn a satélites TRANSIT dentro de proyectos in- 
ternacionales taies como, Lesard (1976), EDOC II (1977), Seasat 
(1978), Edoref (1978), etc. Se tiene por tanto una red de orden 
cero de puntos coincidentes con vértices geodésicos o enlazados 
con la red de primer orden, en donde se han efectuado observa­
ciones doppler, tanto por punto aislado como por traslocaciôn.
La observaciôn de un vértice geodésico por punto aislado da 
como producto final las coordenadas del centro receptor de la 
antena respecto de un sistema tridimensional que depende de las 
efemérides utilizadas para el câlculo, es decir, de la propia 
definiciôn de la ôrbita del satélite. En Espana se han utilizado 
efemérides précisas para los câlculos por punto aislado, y por 
tanto el sistema geodésico respecto del cual se han calculado 
las coordenadas de los puntos o vértices estacionados es el 
NWL9D.
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Se tienen por tanto coordenadas en puntos coincidentes res­
pecto de dos sistemas de referencia distintos. Un test inmediato 
para investigar la precisiôn de las coordenadas en cuestiôn, y 
por tanto de los métodos de observaciôn utilizados es relacionar 
ambos sistemas de referencia y determinar los parâmetros de trans- 
formaciôn (capitule 2).
Existen varies problemas de tipo prâctico al establecer la 
transformaciôn entre ambos sistemas de referencia, mâs en el caso 
de Espana en donde no existen garantias suficientes en la red de 
nivelaciôn de alta precisiôn, ni en al determinaciôn de las cotas 
geoide-elipsoide necesarias para tener respecto del sistema geo­
désico verdaderas alturas respecto del elipsoide de referencia. 
Estos problemas salen a relucir de forma ostensible en los câlcu­
los que se citan a continuaciôn.
En la tabla 1 se dan las coordenadas de los vértices en el 
sistema NWL9D y en el sistema geodésico ED79, siendo las altitu­
des de los vértices procedentes, bien de nivelaciôn de alta pre­
cisiôn que arranca de alguna linea con cota, o dadas por nivela­
ciôn trigonométrica y la ondulaciôn del geoide calculada a partir 
de la carta de Levallois, 1978. La figura 1 da la situaciôn de 
los puntos que definen la transformaciôn.
En la tabla 2 se dan los resultados del ajuste, es decir, 
los valores de los 7 parâmetros de transformaciôn, la traslaciôn 
(XO,YO,ZO), el factor de escala (ESCALA) y la rotaciôn (W1,W2,W3). 
Las coordenadas del baricentro XM,YM,ZM puesto que se utiliza 
el método de Badekas-Molodenskii para determinar dichos parâmetros 
La matriz de varianzas-covarianzas del ajuste, la desviaciôn tipi-
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ca y la varianza del ajuste de peso unidad en métros y por ultime 
las desviaciones tipicas de los parâmetros estimados. La desviaci­
ôn tipica es de 1.54 metros, lo que nos indica el orden de preci­
siôn en que nos movemos.
Por ultimo en la tabla 3 se dan los residuales después de la 
transformaciôn, en segundos y metros para la latitud y longitud 
y en metros para la altitud, teniendo en el punto Lagoa un resi­
dual en altitud de -4.59 metros, que indica segûn dijimos antes 
la existencia de un error importante bien en la altitud del punto 
sobre el elipsoide en el sistema ED79, o bien una mala determina­
ciôn doppler.
b.- Compensaciôn de la red de traslocaciôn.
En la figura 2 se da la red de traslocaciôn doppler de Espaüc 
con las observaciones entre los puntos de esta red. La compensa­
ciôn se ha efectuado por el método de variaciôn de coordenadas 
en un marco tridimensional con la siguiente informaciôn: Las coor­
denadas respecto al sistema WGS72 de los diferentes puntos que 
componen la red, y por otra parte para cada traslocaciôn se tiener 
como cantidades observables la distancia espacial, el acimut y la 
diferencia de altitudes entre los puntos que definen la trasloca­
ciôn .
En la tabla 4 se dan las coordenadas aproximadas de los pun-r 
tos de la red, las observaciones se dan en la tabla 5, siendo la 
clave 1 para observaciones de distancia, la clave 2 para observa­
ciones de acimut y la clave 4 para las diferencias de altitud.
La red de traslocaciôn présenta las siguientes caracteristi-
cas,
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nfi puntos aproximados 17
n2 puntos fijos 1
nS de incognitas 51
nfi de observaciones 94
nfi grados de libertad 43
Se ha tornado como punto fijo Villafranca (9999) que esta 
centrado en la Peninsula Ibérica.
En la tabla 6 se dan las variaciones de las coordenadas apro­
ximadas por el ajuste, dândose en la tabla 3 las coordenadas com- 
pensadas.
En la tabla 8 se dan los residuos tanto ponderados como sin 
ponderar del ajuste.
En la tabla 9 se dan los errores de las observaciones en me­
tros y los residuales tipificados.
El error medio cuadrâtico del ajuste de peso unidad es
s^ = 0.746 metros
y en la tabla 10 se dan los errores medios de las incognitas del 
ajuste, es decir, las coordenadas de los puntos aproximados que 
son en general inferiores a 1 métro.
Por ultimo se ha efectuado el test de Pope para detecciôn 
de errores groseros no encontréndose ningün error en las observa­
ciones a un nivel de probabilidad del 95%.
Estos resultados confirman que la precision en las coordena­
das obtenidas por técnicas de traslocaciôn y métodos doppler puede 
estimarse en el orden de 1 métro.
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En cuanto a técnicas de interferometria de corta y media 
base con observaciôn a satélites GPS no existen en Espana expe­
riencias en la actualidad. En Alemania Federal se han realizado 
experiencias en estas técnicas con la observaciôn sobre la red 
de primer orden con el macrômetro V-1000, en los afios 1984 y 1985 
Esta red formada por 6 vértices dada en el gràfico 3 es la que 
vamos a tomar de base para el anâlisis de la precisiôn ofertada 
por estas nuevas técnicas de observaciôn que en un futuro no muy 
lejano, han de revolucionar la geodesia en base a las precisiones 
ya obtenidas y las esperadas cuando la constelaciôn de satélites 
GPS esté compléta y los aparatos receptores trabajen con dos fre- 
cuencias a fin de eliminar lo mâs posible los efectos perturba- 
dores de la atmôstera. ( Schwintzer, P. y otros, 1985)
En la tabla 11 se dan las coordenadas aproximadas de los 
puntos de la red.
Las observaciones dadas inicialmente por los incrementos de 
X, Y, Z en un marco tridimensional, del punto de estaciôn respec­
to del punto de observaciôn o visado, han sido convenientemente 
transformadas a observaciones de tipo geodésico, acimut, distan­
cia y diferencias de altitud. Las observaciones entre los puntos 
de la red se dan en la tabla 12, siendo al igual que antes îa 
clave 1 para distancias, 2 para acimutes y 4 para diferencias de 
altitud.
La compensaciôn de la red se ha hecho en hipôtesis de red 
libre, es decir, sin puntos fijos ni condiciones, utilizândose 
el método de constrefiimientos internos minimales para la deter­
minaciôn de la matriz seudoinversa. El defecto de rango de la 
matriz de configuraciôn de la red es 3, puesto que la rotaciôn
- 266
y la escala estân determinadas por las propias observaciones de
distancia y acimut. Por tanto, el ajuste tiene 18 incognitas, 36
observaciones y 36 - 18 + 3 grados de libertad.
La compensaciôn se ha hecho buscando la varianza de peso uni­
dad igual a la unidad, para lo que se han dado las siguientes des­
viaciones tipicas a priori para las observaciones,
= 0.45 segundos para las observaciones de acimut
Sg jg =0.045 metros para las observaciones de distancia y
diferencia de altitud.
Los resultados del ajuste en estas condiciones se pueden re­
sumir en:
En la tabla 13 se da la variaciôn de las coordenadas aproxi­
madas en metros. En la tabla 14 se dan las coordenadas compensa-
das de la red.
La desviaciôn tipica del ajuste de peso unidad ha sido s^ ■ 
1.0336, verificàndose el test F entre el radio de la varianza a 
priori y la varianza a posteriori.
En la tabla 14 se dan los errores medios cuadràticos en la
determinaciôn de las incôgnitas del ajuste, es decir, las coorde­
nadas de los puntos de la red, y que como se puede observer, es­
tân en el orden de los 3 centimetros, levemente por debajo de los 
obtenidos por los métdos clâsicos de triangulaciôn en la red de 
Alemania, lo que nos indica las grandes posibilidades geodésicas 
de estas nuevas técnicas de observaciôn como control de redes de 
triangulaciôn, altimétricas y de geoide. Pensemos que con la cons­
telaciôn compléta GPS (Global Positioning System) de 20 satéli­
tes y receptores trabajando con dos frecuencias se esperan preci­
siones diez veces mayores, es decir, de unos 5 milimetros en
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bases de hasta 100 kms.
En la tabla 15 se dan los residuos de las observaciones que 
estân de acuerdo con las precisiones antes mencionadas, y ponen 
de manifiesto la bondad de las observaciones, y que los errores 
internos del método estân de acuerdo con los obtenidos en el a- 
juste. Hecho importante y que demuestra la fiabilidad de estas 
técnicas de observacion.
Finalmente la tabla 16 da los errores medios de las observa­
ciones y los residuales tipificados, no rechazando el test de Po­
pe de detecciôn de errores groseros ninguna observaciôn a un ni­
vel de probabilidad del 95%.
Con este breve resumen hemos intentado dar una visiôn gene­
ral sobre las experiencias obtenidas por el autor de esta memoria 
en el tratamiento de la informaciôn de los satélites artificiales 
en nuestro pals.
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ESTIMACION EN MODELOS LINEALES
1.- Distribucion de formas cuadraticas.
Los resultados que vamos a dar en este apartado y que seràn u
tilizados en la estimaciôn de paràmetros en modelos lineales son
clâsicos de la teorîa estadistica, y sus demostraciones pueden 
encontrarse en los textos de Rao-Mitra, Searle, Schaeffe, etc.
Consideremos n variables aleatorias ,..... X^en las varia­
bles x^,.....,x^ . La funcién de distribuciôn acumulativa F ( x^ .^ . , x^
) se define por
........ * pr(Xj^< x^...... X^< x^)
La funciôn de densidad es
f(%l * n ^ --- — ----- F(*l... %n)
Dx^... 3x^
debiendo verificar las condiciones,
f(x^, x^) > 0  para - oo < < oo , para toda i
f(x^ x^) dXj^....dx^ ■ 1.
«V •'-00
Se define la funciôn de densidad marginal de las variables
‘k+1
9(*k+l..... *n^ *1 ..... / f^*l......*n^ ^*1----
y la distribuciôn condicional de x^, . . . ,x^ respecte a ' ' ' ' *n
por
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Se definen el momento de orden k con respecto al origen, de 
la variable x^, por E(x^), dado por
k, (k) / „k
E(x^) -jf ’'i 9(Xj^ )
■ £ ...
X^ f(x^ x^) dXj^...dx^
donde se ha representado por E( ) la esperanza matemâtica.
La covarianza entre las variables x^, x^, con i ^ j . e s
•ij ■ -/-J ) )
( x^  - y ^ ^ )  ( X j  (Xj^. . .X^)dXj^ —  dx^
La varianza de la variable i-esima x^ es
si - E((x^ -
(x^ f (Xj^ , . .. ,x^ ) dXj^ — .dx^
Consideremos el vector x^ ■ (x^.... ,x^  ^ y representemos por
var(x) • (s^j) « Q, i,j
La matriz Q se denomina de varianzas-covarianzas de la varia­
ble de n dimensiones x. La matriz de correlacciôn R se define a
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partir de la Q mediante
R » (T ^ . ) . (S. j/y s. . s.. ). i.j . 1 n
Las matrices Q y R son definidas no negativas.
Sea un a transf ormaciôn lineal definida por y. * T JL. entonces
^ y  var(x) = T Q T ^ ,
para T no singular. La nueva funciôn de densidad respecto de las 
variables (y^,...,y^ ) viene dada por
h(yj^, . .. . ,y^ ) » f(X”  ^jj^ )/det(T)
siendo det( ) el déterminante de ma matriz.
Los momentos de una distribuciôn y distintas relaciones de in 
terés entre distribuciones, pueden deducirse de la funciôn gene- 
ratriz de momentos. Se define la funciôn generatriz de momentos 
de una distribuciôn cuya funciôn de densidad es f (x^ ,^... ,x^) por
» E( e —  ^ ) »
  ....
siendo < , > el producto escalar entre dos vectores dado por
<t,x> - t^x^ +
La variable X tiene una distribuciôn normal unidimensional de 
mediayu. y varianza s^, X'UN(^ *-, s^), cuando su funciôn de densi­
dad es
f (x)
s / 2 n
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r ( x  -  ) ^ / 2 ou < X < Sd
siendo,
E(x) = K , E(x -y- y*-:
La funciôn generatriz de momentos es
M^(t) » exp{j*.t + t^ s^/2)
Consideremos la variable normal de n dimensiones x^ = (x^,.. 
...,x^) de media matriz de varianzas-covarianzas Q, es decir, 
X V N( h, Q). Su funciôn de densidad es
f (x^.... x^) = expHx - y:)'^ 0"^ (x - H )/{{2 |det(Q)|^^^)
La funciôn generatriz de momentos es
M^(t) = exp(<^yji> + ^ Q t^ /2)
Con el fin de estudiar las distribuciones marginales de la 
variable normal de n dimensiones, consideremos la particiôn del 
vector 21r dada por










Hagamos 2^ “ 2.» entonces
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Las funciones de densidad marginales son, 
g (x^ , . . , X|^  ) = exp( - (x^ - - h ^ )  ) / ( (2 n) ^
g(x k+1..... ’^n^ “ (-2 ~/^2' '‘22 '-2 /-2
det(Q22)^^^)
^ -^2
La distribuciôn condicional de las variables x ^ ,...,x^, con-
dicionadas a las variables xk+1 ,x„, sera.













2Li/2L2 *(^1 (^12 ^22 (-2 "y^ 2^ ' *
A continuaciôn se van a describir algunas variables aleato­
rias engendradas a partir de variables normales, de gran interés 
en la teoria de modelos lineales.
Sea >^^N(£, I), siendo I la matriz identidad de n dimensiones 
Entonces la variable 2 x^ tiene una distribuciôn central t ^  con
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n grades de libertad. Luego si las variables son independientes 
I) y u «
La funcién de densidad de la variable ^ es
f(u) - u^^^ " “  ^e " /( 2^^^ ” r (1/2 n)). para u > 0
siendo T la funciôn gamma.
La correspondiente funciôn generatriz de momentos es,
My(t) - (1 - 2 ” t<l/2
La media y la varianza de la variable u son n y 2 n respecti- 
vamente.
Sean u^  ^y u^ dos variables independientes que siguen distri­
buciones y ^  y  X n  respectivamente. Entonces la variable definida 
1 "2 
por el razôo
V - (u^/n^)/(u2/ng) -v
sigue una distribuciôn F de Snedecor con n^ ,^n^  grades de libertad. 
La funciôn de densidad de la variable v es
r (1/2 nj^  + 1/2 ng) n^^^^"l v^^^ "l " ^
f (v)
r (1/2 nj^ ) r(l/2n2) (ng + n^^v) "l * "2^
para v > 0.
Finalmente, la razôn entre una variable normalmente distri- 
buida, y una variable distribuida segùn unajt-^  es la denominada 
t de Student. Luego si xvN(0,l) y u es una variable _% ^  indepen- 
diente de x, entonces la variable.
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z « x/ y u/n "V/
sigue una distribuciôn t con n grades de libertad, su funciôn de 
densidad es
f.) - < 1 -
^nn r (1/2 n)
Supongamos que la variable Jc^ vNCyt ,1), entonces la variable
u » jç^2L sigue una distribuciôn JL^  no central, siendo el paramétré 
X de no centralidad dado por A ^ que denominaremos por
•^n su funciôn de densidad es
f(u> . , - ^ Z x V !  "
2I/2 r (1/2 n + k)
La media y la varianza de una distribüciôn ^^son, (n + 2 A ) 
y (2n + 8 A ) respectivamente.
Sean las variables aleatorias entonces la
variable v »(Uj^/nj^ )/(u2/n2) se distribuye segün una F de Snedecor
no central, ^  ^de paramétré de no centralidad A .La media y
la varianza son
E(v) =. n2(l + 2 A/n^) /(ng - 2)
2 n^ (n, + 2 A n .  + 4 A
var(v) -  -X  ( -----i---------- +-- ------ )
”l("2 ” ^) ("2 “ 2)(n2 - 4) n2 - 4
A continuaciôn se van a dar varies teoremas fundamentales 
respecto a la distribuciôn de formas cuadràticas.
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Teorema 1.- Sea x N(^, Q) y consideremos la forma cuadratica 
x^A X, siendo Q por hipotesis una matriz no singular. En estas
condiciones se tiene
r ' Y
(i) E(x^A X) ■ traza(AQ) + L^A
(ii) cov(x,Jt^ A^ £) * 2 Q A ^  
y para « 0^ se tiene
(iii) E(x^A x^) ■ traza(AQ)
(iv) cov(x,)c^A x) ■ 0
(v) La varianza de la cantidad x^A x es
r
(vi) y para
var(jc_ A x) ■ 2 (traza(AQ)) + 4 ^  h Q h ^
var(jc'^ A jc) ■ 2 (traza(AQ) )^ .
Cuando x*''N(yj, Q), entonces ^ {i^ ) 1/2 "^A . si y unica-
mente si, AQ es idempotente. Luego, si x a.n (0,I) , ^ i^onces Ax
si y unicamente si, A es idempotente. Si x^ a.N(0^ ,Q), entonces 
x^ A^xvJ,^ j^ j si y unicamente si AQ es idempotente.Si x^ a,N(/-,s^ I) , 
entonces esj[^ 1 / 2 ^ ^ / s ^ ‘ x'^N(y^,I), entonces x^ A^x es
r(A) l/2«*.^ A/v y unicamente si A es idempotente de rango r -r(A). r  r
Teorema 2.- Si £-vN(y*,Q), entonces x^ Ajt^  y Bx^  se distribuyen inde- 
pendientemente si y unicamente si, BQA ■ 0.
Teorema 3.- Si x N(^,Q) , entonces las formas cuadràticas x^ Ajc^ y
T /x^ B£ se distribuyen independientemente si y solo si, AQB » 0 o
BOA - 0.
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2.- Matrices inversas qeneralizadas.
En este apartado se van a enunciar las definiciones y resul- 
tados de matrices inversas generalizadas que se van a usar para 
la estimaciôn de paramètres en modèles lineales cen defecte de 
range, basândenes en el texte de C.D. Rae y S.K. Mitra, 1971.
Sea A una matriz (m,n) de range r < min(m,n), una inversa ge- 
neralizada e g-inversa de A, es una matriz A~ (n,m), tal que,
X m A~^ es una seluciôn del sistema censistente Ax ■
Si a” existe, entences A A~A » A, y reciprecamente, si 
A A”A » A, entences A~ existe.
Si A* existe, entences H « a'A es idempetente y range(A) »
ranged)) « traza(H), pueste que H es idempetente.
Si a” existe, entences F • A A~ es idempetente y range(A) «
range(F) » traza(F).
Una cendiciôn necesaria y suficiente para que B > B A A, es 
que exista una matriz D, tal que B » D A. Analegamente para B =
A A"B.
Sea A una matriz (n,n) y £ un vector (n,l), entences E^A~£ 
es invariante para cualquier elecciôn de A~, siempre que £ &L(A), 
indicande per L(A) el espacie vectorial engendrade per las celum- 
nas de A.
Sea A~ una g-inversa cualquiera de A, entences
a.- Una elecciôn de (A^) es (A )^ .
b.- A(a ’^’a )■ (a'^ A) - A y (A^A) (a ’^A)"a'^ - a "^.
c.- A(A^PA)"(A^PA) - A y (A^PA)(A^PA)'A^ « A^, siempre que la 
matriz P sea definida positiva.
d.- A(A^PA)~A^ es invariante para cualquier elecciôn de la g-inver 
sa y range(A(A^PA)"A^) « range(A), siempre que range(A^PA) » range 
(A) .
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e.- A^A A A » A^A <«■> A A A * A
f.- Si range(CAS) ■ range(C) ■ range(B), entences B(CAB)~CAB ■ B y
CAB(CAB)"C- C.
g.- Si range(CAB) » range(C) » range(B), entences B(CAB)”C es in­
variante para cualquier elecciôn de (CAB)~.
h.- A(A^A)~A^ es idempetente y simétrica.
i.- Una cendiciôn necesaria y suficiente para que A~ (n,m) sea 
una g-inversa de A es que, range(I - A“A) « n - range(A), siende 
A una matriz (m,n) y m > n.
Censideremes el sistema consistante de ecuacienes Ax » y 
sea H - A~A, entences se verifies,
a.- Una seluciôn general de la ecuaciôn Ax » 0^ es, x. " (I - H)£,
para £ arbitrario e I la matriz identidad.
b.- Una seluciôn general de la ecuaciôn Ax ■ es, “ .A~y. +
(I - H)£, para z arbitrario.
c -  X tiene un ûnice valer para teda seluciôn de la ecuaciôn 
Ax » x.> si y sole si, -0, es decir, QcL(A^).
d.- Una cendiciôn necesaria y suficiente para que el sistema 
Ax^  m 2 sea censistente es que AA~^ «
Des representacienes alternativas de una seluciôn general de 
la g-inversa de una matriz A de dimensiôn (m,n) , son
G » A" + U - A"A U a a"
G ■ A" +V(I - A A’> + (I - A"A)H,
para U,V,W matrices arbitrarias, y A~ es una g-inversa cualquiera 
de A.




y la désignâmes per A~.
Una cendiciôn necesaria y suficiente para que una g-inversa 
G de A sea reflexive es que range(G) » range(A).
Se dice que x^° es una seluciôn bâsica de la ecuaciôn Ax^-^
si
( i ) . - Ax^ ° » Y.
( ii ). - Al menes r eleroentes de jc° sen ne nules, siende r ■ range 
(A).
Sea G Une g-inversa que genera la seluciôn x^° de la ecuaciôn 
Ax - Y.> ®s decir, x° * Entences G^ tiene (n-r) cempenentes
que sen cere,siempre que y^eL(A). Se ebtiene G de tal ferma que 
GA tiene (n-r) filas nulas. Hagames una particiôn de la matriz 





dende G^ es de dimensiôn (r,m) y G^ de dimensiôn (n-r,m), y la 
matriz de descempesiciôn E verifica EE^ « I.
Descempengames la matriz A per E en







Aj^ Gj^ (Aj^ ;A2) = (A^;A2),
y
range (A^ G^^ ) > range ( ; A2 ) = r => range (A^) » range (G^) * r
La matriz G^ se puede censtruir per métedes tradicienales, 
pueste que A^ es de range cemplete, y la seluciôn bâsica es
x° - Gi%.
A centinuaciôn vames a tratar tres tipes de g-inversas de 
gran interés en cuestienes geedésicas.
1.- g-inversas para una seluciôn de nerma minima de la ecuaciôn 
Ax =
Elijames la g-inversa de A de tal ferma que la seluciôn de
la ecuaciôn Ax^  » tenga nerma minima, es decir
min II x^ Il = ÜGy^  Il 
hx^Y.
siempre que el sistema Ajç^ = sea censistente.
Supengames que la métrica de les espacies a les que pertene-
cen les vecteres 2L ® Z» vienen dadas per.
Il X \1 ^  - x^x , H y. 1 ^
entences para una g-inversa de A tal que Gy^  tenga nerma minima se 
verifica que AGA * A y (G A = GA.
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Las siguientes condiciones son équivalentes
(i) AGA = A, (GA)*^  = GA
(ii) GAA^ = a’’
(iii).- GA = P^T = operador de proyecciôn ortogonal sobre A^.
La seluciôn nerma minima es ünica, aunque la g-inversa ce-
rrespendiente puede no ser unica. Sean Gj^ y G^ des g-inversas que 
dan selucienes nerma minima, entences (G^ - G^ ) AA^ = 0 => (G^  ^ - 
Gg)A m 0, es decir, G^A = G^A => GA es ûnica y desde luege Gy^  =
GAx es ûnica.
Deneminemes a las g-inversas que hacen minima la nerma de 
la seluciôn de la ecuaciôn Ax^  = y^, per A^, y la expresiôn general 
de A“ es,
A" = a '^ (Aa '^ )" + U(I - AA*^ ( Aa "^ ) ” ) ,
siende U una matriz arbitraria.
Una g-inversa reflexiva y que da seluciôn minima nerma se es­
cribe per A~^ , y
A”j. “ a'^ (Aa ‘^)‘
2.- g-inversas minimes cuadrades.
Censideremes la ecuaciôn inconsistante Ajç^ » y^, se dice que 
ü es seluciôn minimes cuadrades de dicha ecuaciôn, si
Ax - y^ Il “ min I Ax - y^
Sea G una matriz tal que Gy^  es una seluciôn minimes cuadrades 
de Ajc = Y.' entences AGA = A y (AG)^ = AG, siende équivalentes las 
siguientes cendicienes.
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(i) AGA - A (AG)"^  » AG
(ii) A^AG - A^
(iii) AG » » proyecciôn ortogonal sobre A.
La seluciôn minimes cuadrades de A)c^ « y. puede n e ser ûnica, 
pere el minime de ||Ax - y, H es ûnice.
Llamaremes a las g-inversas que dan selucienes minimes cua­
drades per a”.
Si 1 y. 11 * Y. Py., entences una selucien general minimes cua­
drades es,
(a’’p a )"a'^p + (I - (a^p a )"a'^p a )u
para una matriz arbitraria 0.
Una g-inversa reflexiva minimes cuadrades A~^ se represents
per
A'^ « ( a“^PA ) "A^ 'P.
3.- g-inversas minima nerma y minimes cuadrades.
Sea el sistema incensistente Ax^  - y.> se dice que G es una 
g-inversa minima nerma y minimes cuadrades, si, de entre tedas 
las g-inversas minimes cuadrades A” se escege la g-inversa que 
efrece la seluciôn minima nerma, es decir,
UGy_ Il m minime para teda G minimes cuadrades.
La matriz G asi definida verifica, AGA = A, (AG)^ » AG,
GAG - G, (GA)"^  = GA.
La seluciôn y la g-inversa minimes cuadrades y nerma minima 
sen ûnicas.
Las siguientes cendicienes son équivalentes para |1  ^*
^ P Y . > y Ilx 1 ^  - x”^x.
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(i).- AGA = A, GAG = G, (AG)"^  » AG, (GA)'^  = GA
(ii) a'^ PAG - A^p, G^GA - G*^
(iii) AG . P^, GA = P^
Se llamarà a la matriz g-inversa de A norma minima y minimes 
cuadrades, cen respecte a la nerma I H ^  » y^ Py^ , llx^H^ » 
per Apj, y si P es definida positiva, tenemes que (Ap^)pj » A.
La representacién de la matriz Ap^ viene dada per
Apj = &! + a ”^PA ) “a '^P ( a ’^PA ( I + a '^ PA)"a '^ P)"a '^ P.
Cuande P » I, se tiene que escribiende A"*" » A*^,
a"^ . a '^ (a'^aa '^ )"a'^ = a ‘^a (a’’aa'’^a )~a'^,
para cualquier elecciôn de g-inversa ( )~.
En el apéndice 4 se va a tratar sobre les métedes de calcule 
para el calcule explicite de la matriz g-inversa nerma minima y 
minimes cuadrades, ne obstante vames a dar varias representacie­
nes explicitas de la matriz Ap^.
(i).- Si P es una matriz definida y positiva, entences
Apj - (P^ ^^ A)'^ P^ '^  ^ - a'^ PA(a'^ PAa'^ PA)"a'^ P, 
y pueste que A^PA ■ N (matriz normal), se puede escribir,
Apj - N(n '^ N)“a'^ P - N(NN)~a'^ P = N+A^P,
pueste que N es una matriz simétrica.
(ii).- Sea A » i.w,v^ + .......+ A w yj, la descempesiciôn en1—1—1 n—n—n
valeres singulares de la matriz A, entences
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^ * ........ + Iriîî
siendo r el numéro de autovalores distintos de cero de la matriz
A, y que coincide con rango(A).
(iii) Sean N,U,V matrices de dimension (n,n),(n,s) y (n,s) res- 
pectivamente. Si rango(A) « n-s, range(U) » range(V) « s y
L(A) + L(U) « L(A^) + L(V) ■ r” , entences la matriz,
(:. :)
es ne singular, y per tante invertible en el sentide clâsice.
/ b
0 / ,T
verificandese las siguientes relacienes,
NBN - N, BNB - B, BU - 0, v'^ N - 0, N U - 0 ,  R - 0 ,  B-N'*'.
(iv).- Si A m DF es una facterizaciôn de A. Entences
a'*' - f '^ (ff '^ )"^ (d'^d )"^d '^
Apj. - E^(Ff' )^"^ {d' P^D)" d^’'p ,
si P es definida positiva.
Per ultimo digames, que para una mayor extension, tante en 
les cenceptes come en las demestracienes, se pueden consulter 
les apuntes del curse de dectprade sebre redes geedésicas impar- 
tide per el prefeser J.M. Sevilla, en la facultad de Ciencias 
Natematicas de la Universidad Cemplutense de Madrid.
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3.- Modèles lineales.
En este apartado vames a intreducir las técnicas de estima­
ciôn de paramétrés en modèles lineales segûn el métede de mini­
mes cuadrades.
Censideremes el medele lineal,
Ax^  - £ « y, E(A)c) » y e E ( y ) * y  (3.1)
siende A(m,n) la matriz de disene, 2l(n,l) el vector de paramétrés 
a estimar, y(m,l) el vector de ebservacienes y y(m,l) el vector 
de residues.
Se supene que y sigue una distribuciôn normal N(0^ ,s^Q), m- 
dimensienal de media £ y matriz de varianzas-covarianzas s^Q, 
dende Q es ne singular.
La estimaciôn minimes cuadrades es
X = (A’’Q~^A)"^A'^Q~^t • (3.2)
La estimaciôn y es centrada, pueste que
E(x) - E ( ( A"^ 0"^ A ) "^A"^Q"\) » ( a '^ Q’^A ) “^a '^ Q'^ E ( t ) -
-  ( a ' ^Q* ^A)“ ^ a '^Q"^Ax »  X.
La matriz de varianzas-covarianzas del vector de paramétrés 
estimade es
C.. - E((x - E(x ))(x - E(x) )*^ »
= ( a '^ 0~^ A ) ~^a '^ Q~^ E ( tt*^  )Q~^A ( A^Q'^A ) =
- (a‘^q"^a )"^a'^q"^qq"^a (a'^q~^a )~^s  ^«
* (a'^q~^a )‘^s .^
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En los câlulos que siguen, con el fin de no complicar la no-
taciôn, se va a suponer que la matriz de varianzas-covarianzas a
2 2 
priori de las observaciones es s I, en vez de s Q. Este no es
restrictive, pueste que Q es per hipétesis una matriz definida 
positiva, y per tante existe una descempesiciôn 0^= L^L, dende L 
es una matriz triangular superior. Hagames el cambie de variable 
t' ■ se tiene que la variable t' sigue una distribuciôn nor­
mal N(l"^ Ajc,s^I) , y 11 amande A' ■ L^A, se tiene N(A'y,s^I).
Per tante para ebtener resultades générales para una matriz Q 
cualquiera basta sustituir t per y A per L^A, para L^L.
Censideremes la diferencia entre les valeres ebservades y 
los valeres estimades,
t - i « t -A« - t - A(A^A)"^A^t - (I - A(A^A)“^A^)t.
La matriz (I - A ( A ^ A ■ H es evidentemente simétrica y 
ademâs idempetente, pueste que,
HH - (I - A(a '^ A)~^ a '^) (I - A(A^A)"^a'^) - I - 2A(a'^ A)~^ a '^ +
A ( A^A ) "^ A"^ A ( A^A ) A^ - I - A(A^A)"^A"^ - H.
Ademâs se verifica que,
HA - (I - A(a '^ A)~ a^'^ )A - A -A(a' A^)" a^‘^A » A - A - 0
a '^h - a ’^(i - a (a'^a )"^a )^ - a "^ - a '^a (a '^a )"^a '^ - a "^ - a "^ * 
- 0.
Para una matriz 0 cualquiera de varianzas-covarianzas a pri; 
ri para las ebservacienes, la matriz H es
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Se define el error residual R como la suma de cuadrades de 
les residues (t - ,
R » (t - €)^{t - €) - y^HHt - - t^t - x^ A'^ t
y para una matriz Q cualquiera,
R « - x^ A'^ Q’^t. - y'^Q'^y
Calculande la esperanza de esta expresiôn se tiene (Searle, 
J.R.,1971),
* traza(H)s^ » range(H)s^ = (m -range(A))'
2 2 • s - (m - n)s ,
pueste que para una matriz idempetente la traza es igual al ran­
ge.
Per tante, un estimader centrade de la varianza s^ de peso
unidad es - _
s »R/(m - n) = y ÿ/(m - n)
Se ha supuesto que el vector de residues y seguia una distri­
buciôn normal de m dimensienes N(£,s^I), entences la distribu­
ciôn de la estimaciôn y es y»v N(y, ( A*^A)~^s^ ), y per tante la va­
riable tipificada (x^ - x^)/y"cH ~  N(0,1), siende C&& el ele-
mente i-ésime de la diagonal principal de C... Sea, en el case
2 2 en que s sea descenecide a priori, C.. ■ Q.. s , entences la
variable,
“ i - -t <3.3)
y —  m-n
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siendo la variable de Student con m-n grades de libertad.
Elegide un nivel de prebabilidad , el intervale de cen- 
fianza para la variable (3) viene dade per
dades t' y t'' per
J  + pr(t >
Per tante el intervale de cenfianza para las es
P'<*i - * ‘«-n.- i ï- *i * *J°M 1
Sea una funcién lineal de y, entences el intervale de
cenfianza para la determinaciôn e estimaciôn de f*^  — dade
per
pr(f^y - t'syl'^Q^f < f’’x < f"^ x + t " â J f ^ Q ^ f  ) - 1 - W
siende t' y t'' les valeres de la t de Student para m-n grades 
de libertad a un nivel de prebabilidad V  .
A centinuaciôn vames a formulât la hipétesis lineal general 
de la ferma siguiente. Sea el medele lineal.
Ay - y * y, E(y) » £, y~N(£,s^I)
y censideremes la hipétesis H dada per
H: Cy - t^ - £
siende C una matriz d s filas y n celumnas, t un vector de cens-
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tantes (s,l) y range(C) = s < n, y per tante la ecuaciôn Cy = t^ 
es censistente. Luege 
t-vNCAy.s^I) 
y"uN(y, (A"^ A)'^ s^ )
Cy - t^'vN(Cy - t^,C(A'^A)"^c’’s^)
La ferma cuadrâtica W/s^, dende W viene dade per,
W . (Cy - t^)'^(C(A’*A)"^G’’)"^(Cx - t^)
sigue una distribuciôn JC ^  cen s grades de libertad y paramétré 
de ne centralidad dade per,
A » (Cy - t^)^(C(A’’A)“^c'^)~^(Cy - t^)/2s^
segûn el apartade 1 de este apéndice.
Per etra parte las fermas cuadràticas R » y^y = (Ay - 
(Ay - y) y W sen independientes (Searle, J.R.,1971), y puesto que 
y-v N(£,s^I), se tiene que la variable R se distribuye segûn una 
J C ^ cen m-n grades de libertad.
Luege el estadistice F(H) definide per
W/s W
F ( H ) « --    m    F
R/(m-n) s s s. m-n
sigue una distribuciôn F de Snedecer cen (s,m-n) grades de li­
bertad y paramétré de ne centralidad A .
Baje la hipôtesis nula H: Cy * y^, el estadistice F(H) si­
gue una distribuciôn F_ _ _ central.s,m-n
Supengames que la hipôtesis nula es cierta al ser centras- 
tada cen el estadistice F(H), es decir, F(H)'vp^ m-n' pre-
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guntarse, cual séria la estimaciôn de y bajo la hipôtesis nula 
H? Dicho de otra forma, queremos determiner el minime de la 
ferma cuadrâtica (y - Ay)^(y - Ay) baje el censtrenimiente dade
Cx =
Utilizande el métede de multiplieadores de Lagrange, mini- 
micemos la ferma (y - Ay)^(y - Ay) + 2 A^(Cy - y^) , siende _ 
un vector (s,1) de multiplicaderes de Lagrange, llegândese a 
las ecuacienes normales,
a'^ Ax + c'^ A »
Ci -
llamande y* = (A^A)'^A^y, la seluciôn buscada es
y = y* - (A'^ A)“^c'^(C(A'^A)"^c’’)"^(Cy* - y^) = y* - h
A  « (C(A'^A)"^C^)”^(Cÿ - y^)
Se demuestra sin dificultad que baje la hipôtesis nula el 
valer R = y^y, viene dade per
R/H = (y - Ay)"^(y - Ay) = (y - A(y* - h))’’
(y - A (y* - h) ) - R + W
R ■ (i - Ay)^(y - Ax*) 
w « (Cy* - y^)'^(C(A’’A)"^c’')"^(Cy* - y^)
Demos cuatre ejemples de gran aplicaciôn a cases geedésiccî 
concretes.
(i).- Sea la hipôtesis nula H: y * £, es decir, el vector de pa­
ramétrés a estimar es el vector nule. Per tante de acuerde al
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planteamiento general se tiene que 
C - I , t ^ - £ ,  s » n ,  
y el estadistice F(H) se escribe
F(H)
s2
que baje la hipétesis nula sigue una distribuciôn Fn , m-n
(ii).- Censideremes la hipôtesis nula H: x - 0, siende x un-q — -q
subvecter de y, es decir, x^ ,^... . ,x^ sen cempenentes nulas de 
X, para q < n. En este case tendremes,
C = ( l q ; 0 ) , t ^ = £ ,  s » q .







n = p + q
PP
y - (Xq: Xp)
y el estadistice F(H) se escribe en este case.
x^H“^x
F(H) - 99^
y baje la hipôtesis nula F(H) sigue una distribuciôn F^ , y
X » X* - (a ’^A)"^ . - 1.
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que séria la soluciôn constrenida bajo la hipôtesis H.
(iii).- Otro caso interesante, es cuando se supone la hipôtesis 
de que los paramètres a estimar tengan un valer determinade, este
es, H: Xq * niq, (x^  ^» m^,....., *q “ n>q)* Al igual que en el case
anterior se tendria el estadistice,
IX - m_)'^ H'’^ (X - m_
(H) =  =9---99_Z3---=a.
q s^
(iv).- Supengames ahera que la matriz C se reduce a un vector h, 
y la hipôtesis se puede plantear en la ferma. H: h^y » c , siende 
c un escalar. El estadistice F(H) se escribe en este case
F(H) . (h'^ x - c) (h'^ (A’^A)'^h)~^(h'^x - c)/s^
(h’^x - c)^/(h'^(A’^A)~^h)s^
que baje la hipôtesis nula sigue una distribuciôn F^  ^m-n'  ^
tante el estadistice ^ F(H) dade per
VF (H) » (h"^ y - c ) / s
sigue una distribuciôn t^_^.
El valer de la estimaciôn y bajo la hipôtesis nula es,
X -  X*  - ( A"^ A)"^h(h"^( A'^ A)"^h) ( h"^ x* - c)
Un case particular es cuande el vector h es de la ferma
h = (0,..!^1....,0), y se quiere contraster la hipôtesis
H: h^y » c. Llamande N » A^A, se tiene que h^N'^h ■ (N^ ^^ ) , y per 
tante,
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J t w  . (X..
Vamos a tratar a continuacion los modelos con defecto de 
range, este es, cuande la matriz A tiene una evarias celumnas 
que sen cembinaciôn lineal de las restantes.
Sea el medele lineal.
Ax - y » y
dende A es la matriz de disene (m,n), y el vector de paramétrés 
a estimar (n,l), y el vector de ebservacienes (m,l) y y elvecter 
de residues. El medele verifica las siguientes prepiedades este- 
casticas,
E(y) = Ay, E(y) = 0, E(y'^ y) = s^I, y N ( 0, s^I ) , 
yvN(Ay,s^I).
La estimaciôn minimes cuadrades es,
(a’^A)x . A“^y,
ahera bien, si range(A) ■ r < n, entences la matriz (A^A) es 
singular y su inversa ne existe en el sentide clâsice.
Sea y° una seluciôn particular de la ecuaciôn anterior y G 
la inversa generalizada de la que precede dicha seluciôn, es de­
cir
y° » GA'^ y, G » (a'^ A)"
Evidentemente y° depende de la g-inversa elegida y ademâs 
ne es una estimaciôn centrada de y, per le que hablaremes de y° 
cerne de una seluciôn, ne de una estimaciôn e estimader de y, 
pueste que
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E(x°) = GA'^ E(t) « Ga'^ Ax . Hx,
y la matriz H en general no coincide con la matriz identidad, lue 
go x° es un estimader de Hy, pere ne de y.
var(y°) = var(GA^t) « GA'^ var ( t ) AG*^  « Ga '^ Ag '^s .^
Per etra parte, E(£) = AE(y°) ■ AHy = AGNy * Ay * y, luege 
y * Ay° es un estimader centrade de y, y per tante ne depende 
de la elecciôn de G, ni per supuesto de la seluciôn y°, es decir, 
si y° es etra seluciôn que previene de la g-inversa G,^ , se tiene
E(€,,) - AE(y®) . E(€) = AE(y°) - y.
Sea R * (y - Ay°)^ (y - Ay°) « y^(I - AGA^)y, pueste que 
Ay° « AGA^y y (y - AGA’^y)'^ (y - AGA'^ y) » y"^ (I - AGA’^)y, per las 
prepiedades de la matriz G. La matriz (I - AGA^) es evidentemente 
simétrica y ademâs idempetente, pues
(I - AGA^) (I - AGa "^) » (I - 2AGa'^ + AGa '^ AGA^ ) - (I - AGA*^ ) ,
pues
AGA^AGA^ - AGNGA^ - AGA^.
Per etra parte, la matriz AGA^ es independiente de la g-in­
versa G elegida, y desde luege la matriz (I - AGA^) también.
La esperanza de la cantidad R es segûn el teerema 1 de dis­
tribuciôn de fermas cuadràticas del apartado 1 de este apéndice,
E(R) = E(y’^(I - AGA*^ )y) = traza((I - AGa '^ )s )^ +
y^A^( I - AGA^) Ay = arranged - AGA^) = s^(m - range (
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puesto que la traza de una matriz idempetente es igual a su range 
y - AGA^)Ay = y"^ (N - NGN)y = 0, pues NGN = N.
Estudiemes a centinuaciôn las distribucienes de y° y de las 
distintas estimacienes encentradas. Se sabe que
y<vN(0,s^I), t/vN(Ay,s^I) 
y per tante
N(Hy.HG'^s^) , H = Ga'^ A.
Un resultade importante es que y° y s^ » R/(m - range(A)) 
se distribuyen de ferma independiente, pues
x° - GA'^ t R » t'^d - AGA*^ )t
y el preducte de las matrices
Ga'^ (I - AGA^) = G i k ^ - a'^ AGa'^ ) - GO = 0,
y per tante las cantidades y° y s^ son independientes.
Vames a intreducir el cencepte de cantidad estimable.
Se dice que una funciôn £^y es estimable si existe un vector 
£ tal que, £^y = £^E(y) » E(£^y), teniéndese les siguientes re­
sultades .
(i) la esperanza de cualquier estimaciôn es estimable
(ii) las cembinacienes lineales de funcienes estimables son tam­
bién estimables.
(iii) si y es estimable, entences existe un vector £ tal que,
m m  m T T
£ y « £ E ( t )  = £ Ay, luego £ = £ A, para algun vector £.
Per tante se tiene un resultade importante: y es una fun-
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ciôn estimable si y solo si existe un vector £, tal que ^
Otro resultade fundamental es el siguiente. Si y es esti­
mable, entences £^y° es invariante para cualquier elecciôn de la 
g-inversa G, pueste que
£^y° = £^Ay° = £^AGA^y,
y AGA^ es invariante respecte a la g-inversa G. Luege si y es
estimable, entences y° tema el misme valer para teda seluciôn
y° de las ecuacienes normales.
El mejer estimader lineal centrade de y es £^y°, pueste 
que y° » GA^y es lineal en y. También g^y° es un estimader 
centrade de £^y, pues
E ( £^y° ) * £*^ E(y°) * a"^ Hy » £^AHy » £^Ay m y,
per las prepiedades de la g-inversa G, AGA^A = AH - A.
Demestremes ahera que la estimaciôn £^y° de y es de minim: 
varianza, para le cual calculâmes su varianza,
var(£^y°) = a'^ GA'^ AG^ £S^  » £^G£S^.
Supengames ahera que y es un estimader centrade de £^y, 
es decir, E(k^y) ■ £^y. Desde luege,
cev(£^y°, )  * cev( GA^y,k^y) « Ggs^ 
y la varianza
var(g^y° - k^y) = var(g^y°) + var(k^y) - 2cev(g^y°,k^y) =
= var(k^y) - g^Ggs^ = var(k^y) - var(g^y°) > 0, 
cen le que queda demestrade.
296 -
Este resultade es fundamental, cualquier seluciôn y  de las 
ecuacienes normales en un medele cen deficiencia de range, depende 
de la g-inversa G de la matriz normal N. Ahera bien, para funcie­
nes estimables g^y° la elecciôn de G es transparente. Censidere­
mes des inversas generalizadas G^  ^ y G^ de N, ebteniéndese a par-
î y iltir de ellas las selucienes y? y y?, entences
E(£^y°) = E(g^y2) = g^y
var(g^y°) » g^G^^gs^ « var(g^y2 ) “
A centinuaciôn vames a discutir algunes cases particulares 
de gran interés de funcienes estimables. La cendiciôn de estimabi- 
lidad se traduce en g^ = g^A, para algûn vector g.
Cualquier funciôn lineal de Ay es estimable. Sea m^Ay una
funciôn lineal de Ay. Su mejer estimaciôn lineal centrada es
T o  # T T ^ 2  ,g  Ay y la varianza de dicha estimaciôn es m AGA ms , verificân-
dese que E (m^Ay°) = m^Ay.
También cualquier funciôn lineal de A^Ay es estimable. Sea
T T , T T o
m A Ay, su mejer estimaciôn lineal centrada es m A Ay , cen
E(m^A^Ay"^) = m^A^Ay, y la varianza de la estimaciôn es
m'^A'^AGAA'^ms^ - m'^A'^Ams^.
Otre case de particular interés en geedesia es la estimabi-
lidad de la funciôn Hy = GNy, siende su mejer estimaciôn Hy° =
GNy° - GNGA^y ■ GA^y = y°, y la varianza de dicha estimaciôn es
var(Hx°) = var(x°) * HGHs^ = GNGNGs^ = Gs^.
Cuande el problems es de orden grande, es decir, las dimen­
sienes de la matriz A(m,n), son numéros grandes, la investiga-
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ciôn de la estimabilidad de una cierta funciôn g^x, en base a 
la resoluciôn de la ecuaciôn matricial g^ = g^A, puede ser un 
grave problema. Una forma alternativa de investigar la estimabi­
lidad de la funciôn g^y, es a partir del siguiente resultade:
Si g^y es estimable, entences g^H * g^, pueste que g^H * g^AH = 
g^A m g^. Asi una vez determinada la matriz H se tiene un pre- 
cedimiente directe para investigar la estimabilidad de funcienes 
Si hacemes la descempesiciôn de la matriz A en celumnas en 
la ferma
A - (A^..... A^ )
entences,
m^Ay = (m*^ A^ )Xj^ +..... + (m^ A^ )x^
y su mejer estimaciôn lineal centrada es
m^Ax° m (m^ A,, )x? + ....... + (m^A )x°.—  —  —  i i —  n n
Per ejemple, para m = (0,...^^ 1 , . . . . 0 se tiene que m^Ay 
es la ebservaciôn iésima, y per tante, cualquier ebservaciôn 
es una funciôn estimable de y. De la misma ferma, censiderande 
m^ (A^A)y, la ecuaciôn normal i-ésima es también una funciôn es­
timable de y.
Vames a plantear la hipôtesis lineal general para modèles 
cen defecte de range. Diremes que una hipôtesis H: Cy - t^ = £ 
es testeable, si puede expresarse en términes de funcienes esti­
mables. Diche en etras palabras, si Cy - t^ » £  ne depende de la 
g-inversa G elegida para la determinaciôn de x°. Per tante, una 
hipôtesis H: Cy - t^ » £  es testeable si Cy° - t^ es invariante 
respecte a y°.
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Consideremos la matriz C (s,n), de range s, descompuesta en 
celumnas en la ferma
= -  =1'-
La hipôtesis H: Cx = t^ se puede escribir,
............ - ‘îcj....
y es testeable si cada una de las s funcienes cTy es tal que exis­
te un vecter gT que verifica cT = g?A, e en ferma matricial, exis­
te una matriz P (s,m) tal que C » PA.
En estas cendicienes, la mejer estimaciôn de Cy es Cy°, y la 
varianza de dicha estimaciôn es C GCs^, es decir,
(Cy) . Cy°, E(Cy°) = Cy, var(Cy°) = C GCs^
Supengames que la hipôtesis H: Cy » t^ es testeable, y que
el medele lineal Ay - y  = y verifica las prepiedades,
y'vN(Ay,s^I) , y°~ N ( GA'^Ay, Ga '^ Ag '^s ^ )
Cy° - y ^ ~ N ( C y  - y^,CGc'^s^).
La ferma cuadrâtica
W - (Cy° - y^)'^(CGc'^)"^(Cy° - t^)
sigue una distribuciôn J: ^  de parâmetre s y ne centralidad dada 
per (Cy - y ^ )^ (CGC^)"^(Cy - y^)/2s^, pueste que la matriz (CGC^) 
es regular e invertible per métedes clâsices al ser la hipôtesis 
una funciôn estimable.
Per etra parte, R * (y - Ay°)^ (y  - Ay°) » y^(I - AGA^)y, y 
la distribuciôn de R es una JL^ cen m-r grades de libertad. Pues-
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to qur W y R son independientes, el estadistice F(H) definide pc; 
F(H) = --- ^ ---
R/(m-r)
sigue una distribuciôn F s^ m-r grades de libertad y parâmetre 
de ne centralidad ^ » (Cy - t^)^(CGC^)"^(Cy - t^)/2s, y baje
la hipôtesis nula F(H) se distribuye segûn una F central de s, 
m-r grades de libertad.
Supengames que se busca una seluciôn y° baje la hipôtesis 
nula H: Cy - t^ = £, y sea dicha seluciôn y°/H. Usande el métede 
de multiplicaderes de Lagrange, minimicemes la ferma cuadrâtica 
it - Ay)*^(y - Ay) , su jeta a la cendiciôn Cy * t^, lo que conduce 
al sistema normal
A"^Ay°/H + C ô - A^ 't 
Cy°/H - t,
y per tante
y°/H = y° - Gc'^(CGc'^)"^(Cy° - t^).
Sea R/H el valer de R después de ser filtrade per la hipô­
tesis H, es decir,
R/H - (t - Ay°/H)"^(t - Ay°/H) -
- R + (Cx° - t )'^(CGc'^)"^(Cx° - t ) - R + W
Cualquiera que sea la hipôtesis H: Cy - t^ » £, es necesaric 
para calcular W que la matriz (CGC^) sea invertible, es decir, 
ne singular. Entences si la matriz (CGC^) es singular, se puede 
afirmar que Cy es ne estimable. Ahera bien, puede suceder que
(CGC^) ses invertible, y que Cy - t sea ne estimable,
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Ar^ endice 4.
SeterEinsciôn de la matriz seudcinversa.
La determir.acion de la ma tri z seudoirversa A"*" explicite­
ment e puede hacerse de varias formas que vamos a trater a con- 
tinuacion.
a.- i-étodo del grsdiente corjugado.
Sea A una matriz invertible, entendiendo per invertible 
que existe cualquier inversa generalizada de A. La ûnica so- 
lucion u de la ecuaciôn matriciel
A X = 1 (1 )
es también la uniea que minimize la funcional cusdrâtica f 
definida por
f(x) = il A X - 1 1 ^  (2)
resarrollando la ecuaciôn (2) se tiene
f(x) = (Kx,x) - 2(x,A^ l) + lllll^  (3)
donde N = A"A es una matriz definida y positiva.
Los conjuntos de nivel définidos por
S^  = | X: f(x) = k, k€R I (4)
son elipsoides centrados en la soluciôn de (2), u. Le hecho 
existe una ûnica descomposiciôn del operador matriciel IT dada
por
IT = V L v” (5)
donde D es -una matriz definida positiva y diagonal.
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Pars ests descom;posicién los con juntes de nivel son de 
Is ferma,
(Dw,w) - (2w,l) = k (6)
siendo w = V^x y 1 = V^ A^ l. Ancra bien el cojunto de puntos 
w que satisface la relacion (6) es un elipsoide de centre
= V-u.
Si V es un vector tangente al elipsoide dado per (3) en 
el punto w, entonces
(Lw - l,v) = 0 (7)
0 ecuivalentemente
(w - D""’l,Dv) = 0 (8)
Si q es un vecter con origen en w y dirigido hacia el
cenzro del elipsoide se verifies que q y v tienen direccicnes 
conjugadas ccn respecte a la. matriz D, es decir, L-ccnjugedas.
(q,Pv) = 0 (9)
Lich.0 en otras palabras, si p es un vector tangente al 
elipsoide en x^  y q un vector con origen en x^  y dirigido ba- 
cia el centre del elipsoide se verifican la relacion de ÎT-con- 
jugacién,
(p.ITq) = 0 (1C)
Supongemos que AeI(E^,H2) es un opérador lineal inver­
sible y de range cerrado, siendo rl^ y espacics de Hilbert 
(en nuesoro caso y y tratamos de resolver la
ecuaoicn funcional A x = 1, ccnsiderando -una suce s ion | 
de direccioneo conjugadas pare el opersdor A*^A, etzo es
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(P3_,Ap^) = 0 para i/j (11)
Ses e. , un punto inicisl arcitrario y en la direcci- 
ôn del vector p^  hagamos
= ^o +°^ o Po (12)
La determinaciôn deV^ ôptimo de ferma que minimi ce la 




= (Po'ro)/(Po,Ap^ ) (14)
r^  = A 1 - KXq = y - KXq (15)
el vector residual.
En general la iteraciôn puede escritirse
n^+1 = *n +"^n ^n
n = (Pn'^ n)/(Fn'^ Pn) d*)
= y "
A continuéeion se van a enunciar una serie de teoremas 
cu^  a demostracion puede verse en C.W. Groetscb, 1977. 
lecrema 1.- Los vectcres r^ definidcs per (14.c) satisfseen 
les siguientes relacienes:
(a) (Pj^ .Tj) = C i < j
(c) (Pj_,r^ ) = (Pi»r^_i) = .....  = (Py.r^)
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(c) i = )/(Pi»Ap^ ) .
Lexa 1.- El vector minimiza la funcional f(x) = ilAx - 1
sobre el con junto jx^l z; ze^p^, ....  ^ , indicando con
«s^ el desarrollo lineal de los vectcres p^,p^,... ,P^_i.
Teorema 2.- See un espacio de Hilbert separable y A6,L(H^ , 
Hg) unoperador con inversa acotada. Entonces la secuencia 
•I x^  ^-:£K “^sfinida per (16.a) converge a la -jnica soluciôn
u de Ax = 1, para cualquier x^  €. .
A diferenciss de otros metodos besados en direcciones 
conjugadas tales ccmo el del descenso mas profundo, la idea 
del mlxodo del gradients conjugedo es la sigaiente: Tomemos 
un Xq inicial y arbitrerio y sea
^ = ^ 0 =  A"A Xq - A"1
'*^0 = (:"o'^o)/(^o'^o)'
En el sigaienoe peso calculemos
% 1 = X o - ^ o P o
r, = A^A X, - A*1 = „ A^A
El vector p.j E-con juge do con respecte a p^  se ccnstruye 
icrmado en el piano dado por los vectores r^  y p^ ,
'1
con la condicicn oe ..-ccnjugacicn
(pjjï'^P-, ) - b ^  ( p g , E ( r ^ 4 - ^ ^ P g )  ) - C
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/io = ■ (Po'^ 1^ )/(Po'^ Po) = - (ri,Apg)/(p^ ,Apg)
Ahora sea
*2 = -'^ l Pi




,2oi ^ = (r^ ,Pi)/ llAp^ l 
Continuando de esta menera para i=1,2,.... calculamos
= A^A - A^l = Pf-I d?)
donde,
»Pi-i )/ I ^ Pi-1 ^ (18)
Si T^j^O se calcula
(19)
con
i-1 " “  Pi_i ) / il APi_i 11^  (20)
y finalmente
""i+l = ^i -"^i Pi (21)
Lena 2.- Los vectores  ^ calculados por (19) sen E-
co.'.jugados y les vectores residues •( r^ _^ défini do s per (17)
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son crtogonales, verificandose que .
= (^ k’Pk^’ --
Se da a continuacion un teorema debido a kammerer y Ha­
shed, 1972 que es fundamental para la determinacion de la 
seudosolucion por el metodo del gradiente conjugado.
Teorema 3*- Si A£L(H^,E2) tiene rango cerrado, entonces el 
metodo del gradiente conjugado converge monotonamente a la 
solucion de minimos cuadrados
u = A+1 + (I - ?g) Zg
de la ecuacion (1), donde Pg indica la proyeccion de sobre
el subespacio cerrado H = R(A*).
La demostracion del teorema se da en W.J. kammerer y Z. 
Hashed, 1972.
Si Xq€ R(A^ ) entonces (I - Pg) x^  = 0 y el metodo del
gradiente conjugado da una solucion u que es la seudosolucién
de (1).
Por otra parte el met0do del gradiente conjugado es ma- 
tematicamente un método exacto, puestoque si (1) tiene n in­
cognitas la convergencia esta asegurada en menos o a lo sumo 
n iteraciones. En realidad debido a los errores de redondeo 
esto no es cierto, dependiendo la convergencia del método 
del condicionamiento de la matriz N = A A.
Pinalmente se describe el algoritmo G.C.K. (gradiente 
conjugado modificedo) utilizado en la resoluciôn de les ecua- 
ciones normales del método de Helmert de determinedon del 
gecide. Este algoritmo represents una venteja en el tratamien-
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to en ordenadcr de sistemaa de ecuaciones con matrices asocie- 
das huecas (sparse), puesto que no forma explicitamente las 
ecuaciones normales almacenando unicamente en memoria central 
las relaciones de ohservacion que como se sabe del capitulo 
5 tienen unicamente dos elementos distintos de cero por ecua­
cion.
Sea el sistema consistante (1), donde A es una matriz 
mxn con m n. Se toma un vector inicial y se calcula
v(°) = A 4- 1 con = Xq
Para j=1,2,....,N
p(J-1) = A^ v(j-1)
= (Ar(j-1))^(Ah(:)-l))/ IIAh(:-'') U 2^ 2
A j  l|Ah(0)||2
x(j) = %(j-l) + h(j)
y (Ô) = A x(i^^ 4- 1
y^ j) _ y( j-1 ) 4. ^  j A
jOS tests que debebi verificarse son
r ( j ) * .  h t J )  .  0  
-(ü-1)-. r(j) = 0
^ 308 —
que se denominan de ortogonelidad y
y(Ô) = y(j)
La terminacion. de las iteraciones depende de los reqnisi- 
tos geodésicos del problema. En nuestro caso se ben detemina- 
do las siguientes condiciones para dar por finalizada la ite­
raciôn.
(a) Si la diferencia entre dos iteraciones consécutives para 
el vector soluciôn es suficientemente pequefLa, es decir
-(d) _ x(d-i) Il < &




r(j)^ . r(j) = 0
Il A h.( ^ =0
||2*(d)j| - 3 | A^(v(d) -■v^ d))ll2
(e) si el numéro de iteraciones es rechazado, esto es el pro- 
ceso no converge para un numéro de iteraciones dado.
La determinacion de la matriz inversa N  ^o bien H"*" de­
pendiendo de que la matriz K sea regular o no se hace a tra­
vée de la condiciôn
E K”1 = I (caso regular)
K R‘*’E = lî (caso singular)
siendo i la natriz laentidsa.
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(b) llétodo de constreUxientcs internos.
Este método usualmente utilizado en Geodesia esta descri- 
to en J.K. Seville, 1983 remitiendonos aqul a dar unos breves 
detalles. Si la matriz normal N = A A es singular con un de- 
fecto de rango igual a r, rango(H) = n-r = s. El método se 
basa en la idea de introducir una matriz C€IS(s,n) de forma 
que la matriz ampliada
/ N \ j j
H = A-^ A, - A 0-^=0
\C 0 /
sea no singular y por tanto invertible
IL —1N C*\ / Q H
C
verificandose las siguientes relaciones matriciales 
K Q + H = I 
N S = 0
C Q = 0
C = I
deduciendose (5. Elaha, 1982)




El método es équivalente al siguiente problema de mini­





que conduce a la solucion minimos cuadrados y norma minima,
X = H'*’ A^  1 = A’*’ 1
I T m
- kç = A^ 1
verificando la matriz de va rianzas-covarianza s de las incog­
nitas 0 la matriz cofactor del ajuste 
= A-*- A^^ = N"*"
es de traza minima.




Procesoa estocasticoa Gaussianos «
Sea T un conjunto arbitrario, H un espacio de Hilbert y 
(il,yi ,P) un espacio probabilistico.
Lefinicion 1,- Se dice que ^ es un proceso estocâstico sobre 
H, si a 08da elemento 'j’(t), tel de H se le hace corresponder 
mediante § una variable aleatoria $(Y ) con distribucion nor­
mal, llamandose el proceso gaussieno. Es decir, para cada n 
elementos Y-| i • • • • » Y para cada ttT se da una medida pro-
babilistica n-dimensional de tel forma que tenga sentido ha- 
blar de la probebilidad
pr( aj^ 4 § ( Yk) ' l^k^n, t € T, a^ ,bige R.
Concretemos esta definiciôn: Sea § un proceso gaussiano 
sobre un cierto espacio funcional con estructura de espacio 
de Hilbert H, a cada funciôn 'fcE se le hace corresponder une 
variable aleatoria
9H -----*
y  .ê('f )
siendo Hç un espacio de variables aleatorias normaImente dis- 
tribuidas al que mas adelante se dotera de una estructura con- 
veniente, verificandose
 ^(Y) - ^ (t;w) tel -IL
siendo une aplicaciôn dada por
f (t:co ): T x_a »■ R
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que induce una funciôn
 ^R
que es una variable aleatoria normal definida por
) = f (t; U) ), tcT,
Definiciôn 2.- Sea 9 un proceso gaussiano définido sobre un 
espacio de Hilbert H, se define el valor medio del proceso 
por,
m( Y (t) ) =E(§('f)) =E(Ç(t;aj)) =
= f (t; o>) P- (dco)
/n.
donde P^ es la medida probabilistica inducida por la variable 
aleatoria f (t; w ). Luego para H fijo, el valor medio 
m( Y(t)) ®s una funciôn
m: T ------ * R
definida por
m(t) =1 f (t;tu ) P^(dcj).
Jjl
Para t al fijo la funciôn valor medio m define una fun­
cional m(Y )e H * que bajo ciertas hipôtesis de linealidad de 
9  es lineal. El proceso § (Y ) - m( Y ) tiene media cero y 
por tanto todo proceso § (^ ) puede représenter como la 
suma de una funcional lineal m(Y ) Y ^  proceso de media cero.
Al lado de la funcional lineal m( Y ) se define una forma 
bilineal B llamade forma de correlsccion por
B( Y,T) = Z( ê( Y )' ë ( iK)),
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de forma que para Y » fijoa, induce una aplicaciôn 
B: TxT ► H
B(s,t) = E( f ®(o) ). Ç^ (io)) Vs,t£l
Si el proceso § es lineal, laforma de correlaceion
5(Y»y) es bilineal y simétrica, es decir, E( f ,Y ) = B( t,Y )
'j' Ademas puesto que la. variable ( ^  ( Y ) )^  es positiva
E(Y,Y ) = S( §(Y)^) ^  0, yfcH.
Se define la forma de covarianza C(Y ) por |
C(Y.y ) = B(Y,y) - m(Y).m( t), Vf. feE
demostrandose que C es una forma bilineal definida y positiva.
Para Y H fijos, la forma de covarianza induce'una a- 
plicaciôn
C: TxT ------* R
C(s,t) =E((^®(to) -m(s))( ) - m(t))).
La probsbilidad del con junto j i ( Y-, ),... ,?(Yj^) t
Y - j Y  S viene dada por
\/det A  /
^  j exp(-l/2(Al,x)) ax,
donde ( , ) dénota el pro duc to escalar en R^ y le matriz
A = ( ^  , i, j=1, ... ,n se supcne definida positive
(Ax,x) = 2 ij *i j^
lecrema 1 Si 9 es un proceso gaussiano, entonces para cusl- 
cuier elecciôn de Y i ' Y  ^  linealmente independientes se 
tiene que
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Teorema 2.- Si § es un proceso gaussiano no degenerado (detA 
/O) para cualquier elecciôn ,..., H linealmente inde­
pendientes, la ley de probabilidad de la variable aleatoria
 î( M
y det A
?r = —--— I exp(—1/2( AX,x) ) dx
(2 n)n/2
Teorema 3«- Si E(Y » ^ ) es una forma bilineal continua, m(Y ) 
una forma lineal continua y la forma C(Y » ^ ) es definida y 
posotiva para todo f.YtK, existe un proceso gaussiano $ tal que 
B(Yf'^) y m( Y ) son su forma de correlaccion y su valor medio 
respectivamente.
La demostraciôn de estos teoremas puede encontrarse en 
el texto de I.I£. Gelfsnd y H.Y. Vilenkin, 1964, Vol.3*
A.continuaciôn se van a dar una serie de resultados so­
bre la representsciôn de procesos gaussianos en un espacio de 
Hilbert.
Sea H un espacio de Hilbert de funciones complete y se­
parable, 9 un proceso gaussiano definido sobre H, ,?)
un espacio probebilisitico. Consideremos Y (t)e K, entonces 
para cada tel fi jo, § ( Y (t) ) una variable aleatoria gau- 
ssiana. La funcional  ^tiene la representaciôn integral con­
vergente
ê (Y) = (Y(t), Y(t;w))^ 2(^ ) =
Y (t) f (t; oj) dt
y per tanto el espacio E ^ que no se habia ccncretsdo entes
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es esto es el espacio de funciones (variables e-
leatorias) de euedrado integrable, dando lugar a la teoria de
procesos estocâsticos de segundo orden.
Para 63€-Q. fi jo la funcional f ( Y ) es continua, puesto
2que el prodecto escalar en L es una funcional continua y se 
concluye que
l i m  II $  ( Y )  -  P  ( y  ) I L 2 — » 0 
Il Y-fig 0 I ^
Apliquemos a la funcional valor medio, m(Y ),Y e H, el
teorema de Precbet-Riesz, deduciendose que si mcH*, existe 
Y^K tal que,
m(Y) = ( f  ,m)g y Yen
es decir
( Y.Wg =/ ( f, f (w)) P.(dw)
Jn.ji
La funcional covarianza C( Y » Y )» Y»fc H admite una re­
presentaciôn del tipo
c( Y, Y) = (c Y, Y)g H
siendo ,
'('f''»') =/.
Sea e.j,.... ... un sistema ortonormel en H cuyos e-
lementos son funciones propias del operador c y 0"^ . ,0-2 los 
correspondientes autcvslores, entonces
Teorema 4 .- Los valores ^ ^ (®^ ) son incorre-
Isdcs, es deoir
n ( Y  ^  ? j) = 0  para k/j
— 316 —
La deiiiiostracion es inmedieta, testa bacer
= c( 9 (Sj)) =C(ejj.,e^ ) =
= ^jk^k'
y edemas
2, \ \ x2, \ r / o \2 I O/ X u 2
H2 Y -^( 03 ) =2 § (e^ g)= 2. (®k» ^  ~ Il î(co)
Ahora bien, para variables aleatorias gaussianas le con­
vergencia de la serie 2 ^ w ), coe-0. implies la convergencia 
de la serie L  E(f y por consiguiente
2 (®®k*®k)H " Z" i k^  ~2^k 
y por tanto el operador £ es nuclear,
Teorema 5»- Sea §  ( ^  ), f  (. H una funciôn aleatoria gaussiana 
con media cero-y operador de covarianza C que induce el ope­
rador c:H-- ► H nuclear. Existe entonces para cada funciôn
aleatoria § (Y ) una variable aleatoria gaussiana f(oj),OJ€-^  
de tal foima que
§ ;H H
$ ( Y (t) ) = ?(t;o3) t«1^ » 036 .0.
^ (Y ) = ( Y ♦ i (t;co)) =/ Y (t) f (t;^)
Vt
la variable aleatoria f(hj) € puede escritirse para todo
suceso
f  ( c ü ) = 2  f w)
que es el 11smsdo desarrollo de Loeve, (E. Parzen,19c1), don-
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j es un sistema ortonormal complète de H forma do por
las funciones propias del operador c.
El desarrollo de Loeve puede también escribirse
^{u>) = 2
A continuaciôn se va a detallar mas concis amante el espa­
cio . Se ha visto que la funcional de covarianza C es de 
tipo Hermitiano y definida positiva, Eefinemos la aplicaciôn
u: H
siendo F el conjunto de las funciones reales sobre T de la 
siguiente forma: sea 2 fija y
u (f ) = EC f f)  
t  I
La aplicaciôn u es inyectiva y sea/L el espacio imagen al que 
se dota de un producto escalar
(f .2 )ft = ))g
y se tiene as! un espacio de Hilbert isomorfo a H por la a- 
plicaciôn u, es decir, las funciones Y (t; w),t eT engendran 
H y de la misma forma las funciones u( ?(t)) engendran Ü. f 
Ahora bien u(Ç (t)) = ( ?(t), . =  C(t,.) definida como si­
gne: sea h€,% y por la definiciôn de u existe y e H tal que 
u(2 ) = h, luego
(h,C(t, ,)^= ( ^  , f )g = u( ^  ) = h(t) \/tt T
de lo que deducincs eue el oprador C es el nûcleo genersdcr 
del espacio Jt , verificandose
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(C(s, .),C(.,t)) = C(s,t). V  S, t € T 
teniendose el teorema siguiente.
Teorema 6.- Sea t ( t ; w ), tel, cot -O. una fur.cion aleatoria 
gaussiana de media cero y sea C su operador de covarianza, e- 
xiste entonces un espacio de Hilbert formado por funciones 
reales sobre T con las siguientes propiedades;
a.- Las funciones C(t,.), t c T generan el espacio
b.- El valor de h e J L  en un punto genérico t e T es dado por 
h(t) = (h,C(t,.))
El espacio as£ obtenido se denomina espacio generador a- 
socisdo a la funciôn o proceso aleatorio ? , demostrandose 
que las propiedades a y b caracterizan totalmente al espacio
, mediants la funciôn de covarianza C de ? ,
Teorema Para todo conjunto I y todo nûcleo hermitiano de­
finido positive C:TxT » R,- existe un espacio de Hilbert
ûnico formado por funciones de T en R taies que;
a.- Las funciones C(t,.), t t T engendran este espacio
b.- El valor en el punto t t T de toda funciôn h e M- es dado
por
h(t) = (h,C(t,.))
En lo que sigue denominaremos a este espacio H(C).
Teorema 5.- Para todo conjunto T y todo nûcleo hermitiano de­
finido positivo C sobre TxT, e:;iste un espacio probabilistico 
y une funciôn aleatoria gaussiana ? de media cero y de cova- 
rienza C.
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Corolario 1 Para todo conj-onto T, toda funcion m sobre T y 
todo nûcleo hermitiano definido positivo sobre TxT, existe 
una funcion aleatoria gaussiana § con media m y covarianza C.
Teorama 9«- Para una funcion aleatoria gaussiana de media ce­
ro, $( (^1:))'' ttT, siendo T un espacio topologico, sea con­
tinua en L^ , es necesario y suficiente que su nûcleo de cova- 
rianza sea continue sobre TxT y el espacio H(C) esté formado 
por funciones continuas. Para que una funcion aleatoria gau­
ssiana se acotada en es condicion necesaria y suficiente 
que su nûcleo de covarianza C sea acotado en TxT.
Teorema 10.- Sea ^ un proceso gaussiano determinado por 
^ (t;co) de media cero y de covarianza C, sea H(C) el espacio 
asociado a H, | base ortonormal del espacio H y
 ^l^ n^ ntH Base ortonormal de H(C), entonces para todo a 
de T i
f (s; u») = 2 ®n
C(s,.) = 2
Las dos series de los segundos miembros convergea para 
todo s e. T en el espacio H y H(C) respectivamente, y
C(s,t) = 2  B^ (s) h^ (t)
que es el llama do teorema de Kercer. La demostraciôn de estes 
teoremas se encuentra en E. Parzen, 1951.
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